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سال چاپ : ۱۳۹۸ 


سرود ملی 


دا وطن افغانستان دی 
کور د سولې کور د توري 
دا وطن د تولو کور دی 
د پښتون او هزاره وو 
ورسره عرب» گوجر دي 
براهوي دي. قزلباش دي 
دا هیواد به تل خليري 
په سینه کې د اسیا به 
نوم د حق مو دی رهسر 


دا عزت د هر افغان دی 
هر بچی يې قهرمان دی 
د بلوخو د ازبک و 
د ترکمنو د تاحک و 
پامیریان» نورستانیان 
هم ایماق. هم پشه بان 
لکه لمر پر شنه آسمان 
لکه زره وي جاوی‌دان 
وایو ابته اکر وایو الله اکر 


ا 
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مضمون: ریاضی 

موّلفان: گروه مولفان کتاب‌های درسی دیپارتمنت ریاضی 

وبراستاران: اعضای دیپارتمنت ویراستاری و ایدیت زبان دری 

صنف: یازدهم 

زبان متن: دری 

انکشاف دهنده: ریاست عمومی انکشاف نصاب تعلیمی و تألیف کتب درسی 

ناشو: ریاست ارتباط و آگاهی عامة وزارت معارف 

سال چاپ: ۱۳۹۸ هجری شمسی 

مکان چاپ: کابل 

چاپ‌خانه: 

ایمیل آدرس: curriculum@moe.gov.af‏ 

حق طبع. توزیع و فروش کتاب‌های درسی برای وزارت معارف جمهوری اسلامی 
افغانستان محفوظ است. خرید و فروش آن در بازار ممنوع بوده و با متخلفان برخورد 

قانونی صورت می گیرد. 
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پیام وزیر معارف 
اقرا باسم ربک 
سپاس و حمد بی کران آفرید گار یکتایی را که بر ما هستی بخشید و مارا از نعمت بزرگ خواندن و نوشتن برخوردار 
ساخت» و درود بی‌پایان بر رسول خاتم - حضرت محمد مصطفی بل که نخستین پیام الهی بر ایشان "خواندن" است. 
چنانچه بر همه گان هویداست. سال ۱۳۹۷ خورشیدی» به نام سال معارف مسمی گردید. بدین ملحوظ نظام تعلیم 
و تربیت در کشور عزیز ما شاهد تحولات و تغییرات بنیادینی در عرصه‌های مختلف خواهد بود؛ معلم» متعلم» 
کتاب» مکتب» اداره و شوراهای والدین» از عناصر شش گانه و اساسی نظام معارف افغانستان به شمار می‌روند 
که در توسعه و انکشاف آموزش و پرورش کشور نقش مهمی را ایفا می‌نمایند. درچنین برهه سرنوشت‌ساز» 
رهبری و خانواده بزرگ معارف افغانستان» متعهد به ایجاد تحول بنیادی در روند رشد و توسعه نظام معاصر تعلیم 
و تربیت کشور می‌باشد. 
از همین‌رو» اصلاح و انکشاف نصاب تعلیمی از اولویت‌های مهم وزارت معارف پنداشته می‌شود. در 
همین راستاء توجه به کیفیت» محتوا و فرایند توزیع کتاب‌های درسی در مکاتب. مدارس و سایر نهادهای 
تعلیمی دولتی و خصوصی در صدر برنامه‌های وزارت معارف قرار دارد. ما باور داریم. بدون داشتن کتاب 
درسی با کیفیت. به اهداف پایدار تعلیمی در کشور دست نخواهیم یافت. 
برای دستیابی به اهداف ذ کرشده و نیل به یک نظام آموزشی کارآمد. از آمو زگاران و مدرسان دلسوز و 
مدیران فرهيخته به‌عنوان تربیت کننده گان نسل آینده» در سراسر کشور احترامانه تقاضا می گردد تا در روند 
آموزش این کتاب درسی و انتقال محتوای آن به فرزندان عزیز ماء از هر نوع تلاشی دریغ نورزیده و در 
تربیت و پرورش نسل فعال و آگاه با ارزش‌های دینی» ملی و تفکر انتقادی بکوشند. هر روز علاوه بر 
تجدید تعهد و حس مسژولیت‌پذیری با این نیت تدریس را آغاز کنند. که در آینده نزدیکک شاگردان 
عزیز» شهروندان موثر» متمدن و معماران افغانستان توسعه‌یافته و شکوفا خواهند شد. 
همچنین از دانش آموزان خوب و دوست‌داشتنی به‌مثابه ارزشمند ترین سرمایه‌های فردای کشور می خواهم 
تا از فرصت‌ها غافل نبوده و در کمال ادب» احترام و البته کنجکاوی علمی از درس معلمان گرامی استفاده 
بهتر کنند و خوشه‌چین دانش و علم استادان گرامی خود باشند. 
در پایان از تمام کارشناسان آموزشی. دانشمندان تعلیم و تربیت و همکاران فنی بخش نصاب تعلیمی 
کشور که در تهیه و تدوین این کتاب درسی مجدانه شبانه روز تلاش نمودند ابراز قدردانی کرده و از 
بار گاه الهی برای آن‌ها در این راه مقدس و انسان‌ساز موفقیت استدعا دارم. 
باآرزوی دستیابی به یک نظام معارف معیاری و توسعه‌یافته» و نیل به یک افغانستان آباد و مترقی دارای 
شهروندان آزاد آگاه و مرفه. 
د کتور محمد میرویس بلخی 


وزیر معارف 
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فصل اول مقاطع مخروطی 


مقاطع مخروطی 

بیضوی 

معادل بیضوی 

معادلهٌ بیضوی‌یی که مرکز آن یک نقطة اختیاری باشد 
پارابولا 

معادلهٌ پارابولا 

معادلة پارابولا که رأس آن یک نقطهٌ اختیاری باشد 
هایپربولا 

معادلهٌ ها ییربو لا 

معادلا هایپربولایی که م رکز آن یک نقطة اختیاری باشد 
حالات نسبی یک خط مسقیم نظر به مقاطع مخروطی 
نکات مهم فصل اول 

تمرین فصل اول 


فصل دوم مثلثات 
€ 6 6 6 6 6 6 © © 6 © © © © © 


قانون ساین 

قانون کوساین 

قانون تانجانت 

مطابقت‌های مثلثاتی 

معادلات مثلثاتی 

معادلات مثالئاتی درجه دوم 

سیستم معادلات دو مجهولهٌ مثلئاتی 
نکات مهم فصل دوم 

تمرین فصل دوم 


۹۱ 


۹۳ 


فصل سوم هندسة فضایی 
٩ ٩ ٩ ٩ ٩ ٩ ٩ ۲ 6‏ 6 6 6 6 ۳۲ 


مفاهیم اساسی و اکسیوم‌ها 

خط و مستوی در فضای سه بُعدی 

خطوط مسقیم موازی در فضا 

زاویه بین دو خط مستقیم در فضا 

مستفیم‌های موازی و مستوی‌های موازی در فضا 
خطوط مستقیم و مستوی‌های متعامد درفضا 
مستوی‌های موازی در فضا 

نکات مهم فصل سوم 

تمرین فصل سوم 


فصل چهارم ترادف‌ها و سلسله‌ها 
° © © © © © © © © © © © © © © 


ترادف‌ها 

ترادف حسابی 

ترادف هندسی 

مجموع قسمی ترادف‌ها 

مجموع قسمی 1 حد اول ترادف حسابی 
حاصل جمع 1 حد ترادف هندسی 
سلسله‌های هندسی لایتناهی 

نکات مهم فصل چهارم 

رس فصل چهارم 


فصل پنجم لوگاریتم 
¢ © 6 © © © © © © © © © © © © 


توابع اکسپوننشیل 

لوگاریتم 

توابع ل وگاریتمی 

لو گاریتم معمولی و لو گاریتم طبیعی 
قوانین لو گاریتم 

تبدیل قاعدۀ لو گاریتم به قاعده دیگر 


° 


۱۳۷ 


۱۴۹ 


۱۵۳ 


۱۵۷ 


۵۹ 


۱۶۳ 


۱۶۷ 


۱۷ 


ک رکترستیک و مانتیس 

جدول لو گاریتم 

انتی لو گاریتم 

انترپولیشن خطی 

معادلات اکسپوننشیل و ل وگاریتمی 

استفاده از لو گاریتم در اجرای عملیه‌های ریاضی 


فصل ششم متریکس 


ها 
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 © © © 


متریکس‌ها 

انواع متریکس‌ها 

جمع و تفریق متریکس‌ها 

ضرب یک متریکس در سکالر 

ضرب دو متریکس 

ترانسپوز یک متریکس 

دیترمینانت 

کوان رت 

معکوس ضربی متریکس‌های 2 <2 

حل سیستم معادلات خطی با استفاده از معکوس متریکس 
حل سیستم معادلات به طریقة کرامر 

حل سیستم معادلات به طریقةٌ حذفی(0150)) 
ی 

تمرین فصل ششم 


فصل هفتم و کتورها در فضا 


وکتورها در سیستم مختصات قایم 

فاصله و نقطة وسطی بین دو نقطه 

وکتورها در سطح و فضا 

مختصات نقطه در فضای سه تعدی 

زوایای جهت و کوساین‌های جهت یک و کتور 


رح 


۱۷۵ 
۱۷۹ 
۱۸۳۳ 
۱۸۵ 


۱۳۸۹ 


۱۹۷ 


۴۹ 
۲۵۱ 
Yar 
۲۵۵ 


۲۵۹ 


حاصل ضرب سکالری دو و کتور 
حاصل ضرب وکتوری دو و کتور 
یی مهن 

تمرین فصل هفتم 


فصل هشتم احصائیه 
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 © 


ضریب تغییرات 

پراگنده گی در منحنی نورمال 
شاخص‌های شکل توزیع نورمال 
جامعه‌های چند متحوله 

گراف پراگندہ گی 

همبسته گی و ضریب همبسته گی 
خط رگرسیون 

تج 

تمرین فصل هشتم 


فصل نهم احتمالات 
CC‏ 6 © © © © © © © © © © © 


۳۰۵ 
۳۹ 
۳۱۱ 
۳1۳ 
۳۷ 
۳۹ 
۳۳۲ 


۳۳۳ 


مقاطع مخروطی 


Conic of section 


توسط یک مستوی فصل مشترک‌شان کدام نوع لد 
منحنی‌ها را به وجود می آورند؟ لسن 
تعریف مقاطع مخروطی 


E‏ ۸ و را در نظر می گیریم که یکدیگر را در نقطۂ ۷ قطع ال وله 
کرده باشند» هر گاه خط 0 ثابت؛ ولی خط ۸ به حول آن تحت زاوية 0 17 ۹ 


7 "فسمت فوقانی 
بچرخد از دوران خط ۸ به دور 1 دو شکل در فضا که به دو طرف نقطه ۷ اراس 
طوری تولید می‌شوند که هر کدام آن‌ها ک مخروط را تشکیل می‌دهد؛ مانند ۲ و 
ر 4 
شکا مقابل خط مستفیم ( محور اصلی مخروط و خط مستقیم ۸ مولد آن ۳ 
D‏ 
است. 


مقاطع مخروطی یاد می‌شوند که ه رکدام آن‌ها را به تفصیل مطالعه خواهیم نمود. 


ریت 


۵ یک مخروط را توسط مستوی طوری قطع نمایید که مستوی عمود به محور اصلی مخروط و یا موازی 
با قاعده‌ها باشد. محل تقاطع یا فصل مشتر کک‌شان چه نوع منحنی است؟ 

۵ مخروط را توسط یک مستوی طوری قطع نمایید که مستوی نسبت به محور اصلی مایل باشد تقاطع 
یا فصل مشتررکك‌شان چه نوع منحنی است؟ 

۵ مخروط را توسط یک مستوی طوری قطع نمایید که مستوی موازی به مولد مخروط باشد تقاطع یا 
فصل مشترک‌شان چه نوع منحنی است؟ 

۵ دو مخروط سر به سر را که دارای قاعدتین موازی باشند. توسط یک مستوی طوری قطع نمایید که 
مستوی موازی به محور اصلی باشد تقاطع یا فصل مشت رک دو مخروط چه نوع منحنی است؟ 

۵ مخروط را توسط یک مستوی طوری قطع کنید که مستوی محور اصلی مخروط را در بر داشته باشد 


تقاطع‌شان چه نوع شکل هندسی است؟ 


۵ هرگاه یک مخروط توسط مستوی طوری قطع شود که مستوی عمود به محور اصلی مخروط ویا 
موازی با قاعده‌ها باشد» شکل حاصله عبارت از دایره(11016/)) است. 

۰ هرگاه یک مخروط توسط مستوی طوری قطع شود که مایل به محور اصلی باشد شکل حاصل‌شده 
عبارت از بیضوی (111056) است. 

۰ هرگاه یک مخروط توسط مستوی طوری قطع شود که موازی به مولد مخروط بوده؛ ولی آن را دربر 
نداشته باشد» شکل حاصل‌شده عبارت از پارابولا (۳۵۲۵۳0012) است. 

۵ هرگاه دو مخروط توسط مستوی طوری قطع شود که موازی به محور اصلی مخروط بوده؛ ولی آن را 
در بر نداشته باشد» شکل حاصل‌شده عبارت از هایپربولا (۲1۷06۲0012) است. 


۰ هر گاه سطح مستوی محور اصلی مخروط را در بر داشته باشد شکل حاصل‌شده عبارت از دو خط 


E ۳‏ <= کر پیب تسم 
Bs ۷ 7‏ ۳ ت ۲ ی ۱ ۷ 
۱۲ و 1 / 1 
۳ ۷ 7 ۱ ۱ ۱۱7 
۱ 4 ۷ ۷ 
٤‏ ۹ ۱ 
/ ۹ / ۱ ۱ 7 
۳ ور 9 ر N : 4 34 CR‏ | کر 
دایره الپس پارابولا هایپربولا خطوط متقاطع 


1- با در نظرداشت اشکال فوق مستوی و مخروط را به شکل متقاطع رسم کنید که فصل مشترک‌شان 
دایره و یا یک نقطه باشد؟ 

ر اگر یک مستوی دو مخروط رأس به رس را طوری قطع کند که محور اصلی هر دو مخروط را دربر 
داشته باشد فصل مشترک‌شان چه نوع منحنی می‌باشد؟ 

3- فصل مشت رک یک مخروط و یک مستوی در کدام حالت یک خط مستقیم است توسط شکل نشان 
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دهید. 


پیضوی 
Ellipse‏ 


مسیر حر کت سیاره‌ها به دور آفتاب يانظام ۲ که ۲ 
“Kk‏ : نا 3 ۲ 
شمسی چه نوع منحنی‌ها اند؟ ) | < 


ای یت 


۵ یک ورق کاغذ را بالای میز توسط دو سنجاق به فاصلة معین و ثابت درنقاط "و "۳ 
۰ انجام‌های یک نخ را که طول آن بیشتر از فاصله بین دو 
سح 2 
OOO I DY‏ ۰ 8 
جاق ر محکم نموده؛ سپس بک پنسل ۳ 2 


را به اطراف دو سنجاق دور دهید» رسمی که به وسبلة ry‏ ۳ 
پنسل تان به دست آاماکه چه گونه یک منحنی E‏ کے 


از فعالیت بالا می‌توان نتيجة زیر را بیان کرد. 
فتیجه: شکلی که با درنظرداشت اندازۀ فاصلۀٌ معین بین دو سنجاق و نخ به دست آمده عبارت از منحنی‌یی 


لی ايت 


7 
٩‏ درشکل مقابل مختصات نقاط ۸۷/۸ ,4,۳,۳ 
و 4 داده شده با استفاده از فورمول فاصله بین دو ( 7 ,۷8/1 M'C1,3) NE‏ 
B>‏ سم را 
نقطه؛ یعنی طول |۸/۳,|//| و |۸۸ |را دریافت ۲ 2 


۱ ۳ / 
۱ ر 0 
۰ 1 م 0 


ك ۲ > » 4 ۰ ۰ + 
* حاصل‌جمع |1/۳|+|/۸| را به دست 
Ty‏ 
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3 
۵ نقطة (<+, 1-)/1 رابالای محیط پیضوی انتخاب و مراحل ذکر شد وق را بالای نقطة 


تطبیق نموده قيمت‌های "1/۳ | + | ۱۸/۳ و ۸/۱ |+| 1۳ |را باهم مقایسه کنید. 


از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد. 

تعریف: محل هندسی آن نقاط یک مستوی که مجموعهٌ فواصل آن‌ها از دو نقطۀ مستقر مساوی به یکت 
طول ثابت ( 24) باشد. به نام بیضوی یاد می‌شود. نقاط مستقر را محراق‌های بیضوی گویند که با حروف 
SL RE‏ داده می‌شود و طول ثارت عبارت از 6 - ۸4۸4 می‌باشد.( 4 و 4 راس‌های بیضوی اند). 


IM'F|+|M'Fl=2a , |MF|+|MF'|= 2a 
۱۸/۱ ۳ | +۸۸۱ ۳۰-۲ ۸۸۲ |+| MF! ll 


قطرها و رآس‌های بیضوی 

بیضوی دارای قطرهای بی‌شمار می‌باشد. طویل ترین قطر 
آن که ازمحراق‌ها می‌گذرد و بیضوی را در دو نقطۀة ۸و 
4 قطع می کند» به نام قطر کبیر (قطر اطول) یا Major‏ 
5فنة یاد می‌شود و کوچک‌ترین قطر آن که به نقعة 


تنصیف eT‏ به نام قطر صغیر يا Minor‏ 
axis‏ باد می‌شود. تقاط "سل ۸ و "۳ راس‌های 


E CAT ات‎ 
CC E yS 


نشان می‌دهند . 
یادداشت: هر گاه نقطة ]1۷ بالای یکی از رأس‌های قطر اصغر یعنی 8 و یا 13 منطبق گردد در این 
ی 
نظر به تعریف بیضوی می‌دانیم: 
MEF + MF'= 2a‏ 
2MF = 2a‏ 
MF =a‏ 


0 


رابطه بین محراق‌ها و قطر ها: 
رابطه بین محراق‌ها و قطرها را نظر به قضیه فیثاغورث به شکل زیر می‌توان نوشت: 


که ان رن کار سا 


بیضوی دارای دو محور تناظر است. یکی محور ۳۹ 
تین کر ایا یس سس وی ط 
بیضوی و دیگری محور کوتاه که به '88 منطبق ES‏ 0 
ود اسان + 
ی ۱ ۱ 


است. محور تناظر بیضوی نامیده می‌شوند. 
محل تلاقی این دو محور تناظر» مرکز تناظر بیضوی E E‏ دنل ال 1۳ 


نامیده می‌شود که به (O)‏ نشان داده می‌شود. 


0۸ 0۸ a 
OB = OB'=b 
OF =OF'=c 


عن المر کز بت (۳66۵0۸۲1616۲): نسبت طول محراقین بر طول محور کبیر را عن الم رکزیت می‌نامند که 
شکل یک بیضوی توسط آن تعیین می گردد و آن را به حرف 6 نشان می‌دهند. 
6 ¢ 
سحت = سس 27 3/ 
a‏ 20 
می‌دانيم که در هر بیضوی 4 > 6 > 0 است پس 1> ٤۴‏ > 0 می‌باشد. چرا؟ 
1 ٍ 
رابطه بین عن المر کزبت و قطرهای بیضوی ج- -1 < ۵ است» با استفاده از رابطه - = ع آن رابه 
a 0‏ 


دست آورید. 


یادداشت: اگر قیمت ۰ نزدیک به صفر شود محراق‌ها به طرف مرکز نزدیک می‌شوند و بیضوی تقریباً 
شکل دایره‌یی را به خود می گیرد. 

اگر ٤‏ به عدد 1 نزدیک شود در این صورت محراق‌ها نزدیک به رأس‌های قطر بیضوی می‌شوند که یک 
شکل طویل را به خود می گیرد؛ در حل بسیاری مسایل مربوط به بیضوی از عن المر کزیت استفاده 


می سو د. 


چ 


1 -ه رگاه در بیضوی طول قطر کبیر مساوی به طول قطر صغیر شود» کدام منحنی به دست میآید؟ 
2 2 
2-اگر عن الم رکزیت بیضوی 0 درآن صورت نسبت بين قطر کبیر و قطر صغیر را دريافت 


کیال 


معادلة بیضوی ۷ 
Equation of Ellipse‏ 
آیامعادلة بیضوی را که مرک زآن در مبداً 


کمیات وضعیه باشد دریافت کرده می‌توانید؟ Id oC pS‏ 


لل یت 


* بیضوی‌یی رارسم کنید که م رکز آن مبداً کمیات وضعیه باشد؛ سپس محراق‌های بیضوی را 
روی محور ‏ تعیین کنید. 
۰ یک نقطةٌ کیفی (/,×) 11 را روی محیط بیضوی انتخاب و آن را به محراق‌ها وصل کنید. 
۵ رابطة تعریف بیضوی را نظر به نقطة 1۷1 بنویسید. 
© با استفاده از فورمول فاصله یں دو نقطه طول‌های 1/۳ و "1۳ را دریافت نموده و به اساس آن 
معادلهٌ بیضوی را به دست آورید. 
ثبوت معادلة بیضوی 
حالت اول: نظر به تعریف بیضوی می توان نوشت: 
MF |+ MF = 2a‏ 
24 = (۶-0) + 2( )+ (0- 0 + (0 27 
بعد از مربع ساختن دو طرف می‌توان نوشت رز + (ه + ۲ ) - 24) = ”( ر + (ه-)لم) 
کرد A ACO CD O‏ در + (ی -ر) 
رز + ۴( + )و - 2 گر - 2 - م2 - بر - قرز + قح + یرم 2 - بر 
(-) +/ ”ر + *(۵ + )|44 - 44 = 4 - 
ر + c(”‏ + )لہ = ۾ + cx‏ ج ”ھ - ”ر + c× = aہ)× + c(”‏ 
ر + + (ee + a) = (a)‏ 


CO O O + 1‏ ورتم 


0 2 4 2 2 22 2 2 
CX +26 cx+a =a x +2۵ cx+ac + ۵ y 
2 2 2 22 4 

ax -cx +a y +a c - 6 =0 

2 2 2 2 4 N 

x(a -c)+ay =a -ac 


زا ۾) 4 = کیرد +( - )۳ 


0 


طوری که 2 + 2 = ۾ است» سپس ع - ۾ = 2 می‌شود. در این صورت معادله بالا را طور زیر 
می و سیم 
ab” |+ ab”‏ = دیرگ د xb”‏ 
xb 9 9‏ 
ab” ab” ab‏ 
ر x2‏ 
1= =+ 
7 
درمعادلۀ فوق 2 نصف قطر کبیر و 0 نصف قطر صغیر بیضوی می‌باشد که مر کز آن مبداً کمیات وضعیه و محور 
محراقی آن محور × می‌باشد. مختصات محراق» مختصات راس‌های قطر کبیر و قطر صغیر عبارت اند از: 


۳ 0) 0 ) ۳ 0 


اه , 


۸), 0( B'(0< -0( ۳۰ 0) 


حالت دوم: هر گاه محراق‌های بیضوی بالای محور ل قرار داشته باشند در این صورت معادله بیضوی 
y XxX‏ 

2 E 

گراف آن را رسم و مختصات قطر کبیر» قطر صغیر و محراق‌ها را بنویسید. 

مثال 1: هرگاه قطر کبیر بالای محور لا وطول آن 6 -(424 او طول قطر صفیر 31-4 | واحد طول 

باشند معادلهٌ بیضوی را بنویسید. 


عبارت است از: 


حل: 
ا 
کر ح 4 ا >[ 
x2 J x2 7‏ 
حال قیمت‌های ٩‏ و را درمعادلۀ عمومی وضع مى كنيم. E‏ 


مثال شا فط کت الا ی محرر × و طول آن 10= 24 =| '44 | واحد طول وطول قطر صغیر 
2-8 -| 8 | واحد طول باشد مختصات رأس‌های قطر کبیر قطر صغیر» فاصلةً محراقی» محراق‌ها و 
عن‌المر کزیت بیضوی را دریافت و گراف آن را رسم کنید. 
حل: می‌دانیم: 

۱۳۱۱ ۰ ۱۱ > 0 

|B B'|=2b =8 2 2 4 
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مختصات رآس‌های قطر کبیر عبارت اند از: (4)5,0 (5,0-)۸ 
مختصات رس قطر صغیر عبارت اند از: (8)0,4 , (4-,0) 9 


برای دریافت مختصات محراق‌ها» قیمت 6 را دریافت می کنیم: ۱ 1 
تو + ”(4) = (5) جد + ط = ”ی TT TRT‏ 
E ۱ 2 =25-16 > P= 3‏ بت 
مختصات محراق‌ها: F'(-3,0),F(3,0)‏ ا 
3 8۰ 
عن الم ركزيت: چ 
a 5‏ 


مثال 3 گراف بیضوی‌یی را که معادلة آن 6= * + 47 است رسم کرده مختصات رأس‌ها و 
حل: اطراف مساوات را به عدد 16 تقسیم کرده معادله زیر حاصل می‌شود: 
2 2 7 2 4 
E‏ 6 _ ا 
16 4 16 16 16 
چون در بیضوی طول 6 < 4 است؛ بنابرآن محراق‌های بیضوی بالای محور ز قرار دارند. 


1 


مختصات رآأس‌ها: 
(4- 4)06 4 4)0 ج 4 = و > 16= a”‏ 
B2 0) ۱-2۰ 0)‏ > 42 - و > 4 - b”‏ 
مختصات محراق‌ها: ۱ 
ا توا ۵ 
0 ا 
| ا ا 1 ا 
E E‏ ی F'(0,-./12)‏ ,)12/ہ,F(0‏ 
۰ 
۰ 
1 


مشال 4: مختصات یک نقطۀ محیط بیضوی (7)2,4 و مختصات محراق‌ها عبارت اند از 
(0 , ۳63۰/2 ۰ (0 »3۷2-) "7 طول‌های قطر کبیر وصغیر را دریافت کنید. 
حل: نظر به تعریف بیضوی داریم. 

| PF |+| ۳۳۱ 2a....I 
۳۳ +4 طول فاصله‌ه ای ۳۳ و "۳۳ را دريافت می کنیم. قیمت‌های‎ 


و 4۶+ )2-32 > ۳۳| را در رابطة بالا در جاهای‌شان قرار می‌دهيم. 


2+22 2 و‎ i 
TTT TTT 
DLS O Ou 

38 +1202 + 2۰/638 CT 


76+ 2.1444-2288 = 44 ج‎ 76+ 2۰34 = 44” >< 76+ 68 = 4٩ 


6 = ۾ >= 36- کک = ی ج 4 = 144 


EL 

c7 = a 

-9.2=36 ج ۶ 6(۳) = (2/ہ3) 
22 ج 9.2/ =1 ج 02-18 
|BB| = 2b = 2۰3۷2 262‏ 


r Cn 


1 - معادلات زیر را درنظر بگیرید طول قطر کبیر و فاصله بین محراق‌ها را به دست آورید. 
2 7 2 2 
اک زر eT‏ 
6 100 16 36 


2 - معادلة بیضوی‌یی را بنویسید که عن الم رکزیت آن 0.8 باشد. 


02 


معادلة بیضوی‌یی که م رکز آن یک نقطة اختیاری باشد 


9 ٤ء‏ ِ 2 اس 2 
آیا معادلة بیضوی را که م رکز آن در مبدآی 1= )8 رل هسب 
a b sS‏ 


از فالیت 


eT 9‏ ی رن (۸,۸) و قطر کبیر آن موازی با محور ‏ باشد. 

9 یک نقطهٌ ((,) را روی محبط بیضوی در نظر گرفته و آن رابه ۳و "۳ وصل کنید. 

۵ با در نظرداشت مر کز بیضوی (۸,۸) مختصات محراق‌های ۳و "رآس‌های ۵۸,۸ و 8',8 را 
در شکل کمیات وضعیه نشان دهید. 

حالت اول: با استفاده از فورمول فاصله بین دو نقطه و تعریف بیضوی معادلة آن را به دست می آوریم: 


قیمت‌های PF‏ و ۶۴ را در رابطة تعریف بیضوی قرار می‌دهیم: 


PF + ۳۳| = 0 
|| = [x= (n+) +) -(۳ ۱ 
(PF [(ه-)- تال‎ + -(۳ 


ULUDERE 40 

0-1-0 +) =2a-[x-(h-c)P +) ۳۴ 
]7-)0+([ +) = 4a? -4a, [x - 0-90۳ + ۳(-ن‎ +[x-(h-c)] + (=k) 
x?” -2x(h +c) + (h +c)” = 4a -4a [x -(h—- 0 + (y-Kk) + x7 -2x(h-c)+ (h—ce) 


o 


x2 - 2hx - 2cx + h? + 2hc + c تم‎ - ۵+] - (h - c)]2 + (yk)? + x? - 2+ 2cx + h? - و2‎ + 2 
4hc = 4cx = 4(4? - a [x = (h = ([* + (y=)? 1+4 
he - ex = a? - a [x - (h— c)]2 + 0-۶ 
e)۸ - ×) - a ]ه-=‎ × - )۸- c-([ +) - را‎ 
c(x-h)+ a? = a, [x - (h — c)]? + (y - 
اطراف را مربع ساخته بعد از اختصار به‌دست می آید:‎ 

30-0 +2ca” (x-h) +a" = a” [{x—(h—c)} + ۱-0 [ 
c* (xh)? +2ca” (x—h) + a* = a” [(x—h) +c]? +a رن‎ 
c”(x—h)? +2607 (x —h) + a* = a” (x— (۳ +2a”c(x—h) + ac” +a (y—K) 
c(x-h)? -a” (x—h)? -a”(y— Kk)” = ac” - a 
(x-h)(c” -a?)-a”(y—k)” = a” (c7 - a?) 
== 0 )@ =€ (=7 )- (۳ =) =€ 

چون در ووی ۵ = 0 است بس د وان کت 
=p | (=D)‏ (1-) 67 - )0=( 5 

2 2 

1 تب - 
منال آل مکےات مرک ۰ اه هو رای ها فا کے یوی را که ماده آل 
)4 + "(6 - ۲ 

[ سر 2 
حل: چون این معادله شکل معادلهٌ عمومی بیضوی را دارد؛ بناب ر آن مختصات م رکز بیضوی نقطة 


(4-,6) بوده ومحور کبیر آن موازی به محور × است. 


باشد» دریافت و گراف آن را رسم کنید. 


7 =6 >  - 
۶-16 4د دود‎ 
IE MrT 
مختصات رآأس‌های قطر کے عبارت‌اند از:‎ 
۸40۱+ ۰06 )= ۸6+ 6۰ -4( - ۸012۰» -4( 
A'(h-a,k)= )6-6۰ -4) = ۸00۰ -4) = 
مختصات رأس‌های قطر صغیر عبارت اند از:‎ 
B(h,K +b) = 806۰ - 4+ 4) = B(6,0) 
B'(h,K -b) = B'(6,-4-4) = B'(6< -8( 
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مختصات محراق‌ها عبارت اند از: 1 
)4- 2۰/5۰ +6) <( ۰1 + 
>١ F'(h-c<« k)= (6-2.5 ۰ -4)‏ ی ا 


حالت دوم: هر گاه محور محراقی موازی به محور لا باشد. 


دراین صورت معادلهٌ بیضوی شکل زیر را به خود ۱ 1 
٩), 9 7‏ ۲۱ 
اختبار می کند | ) + ب ( a‏ 
k + a)« 4(h,k =a)‏ , ۸0 ی 
bj ۱ 01-0 „K),B'(h+b,k)‏ ال ۱ ان 
E‏ 7 
ٍ سس ڪڪ 


یادداشت: معادلة 0 = ۴ + ٥y” + Dx + Ey‏ + 4×7 معادلة بیضوی است در صورتی که )۶ ۸ و 
هم علامه باشند؛ یعنی A<O0~^C<0lgy 4>0,C>0‏ 

مثا ل 2: معادلةً 311-0 - 25y” - 64: + 50y‏ + 16×7 را به شکل معادله معیاری بیضوی تبدیل کنید. 
حل: با استفاده از روش تکمیل مربع معادله را به شکل معیاری می آوریم. 


16x7 + 25y” - 64x + 50y - 1 

16)” -4x×( + 25)” + 2y( =1 

16 -4x + 4-4) +25) + 2y +1-1( =1 

16] -2(” - 41+ 25] +17” -1[= 1 

16) -2(” -64+ 25) +1)” -25=311 ج‎ 16)x-2(” +25) +17” =311+ 6441 5 


16) -2( + 250+ 1( = 00 
9 


E 
25 16 
معادله فوق معادلهٌ بیضوی است که مر کز آن نقطه ( 1 2) می‌باشد.‎ 


مثال 3 معادلة زیر را به شکل معادلهٌ معیاری بیضوی تبدیل کنید. 


اطراف معادلة فوق را تقسیم 4000 می‌نماييم. 


0= 4-18-23 + #رر 9+ x7‏ 
حل: معادله را ترتیب داده با استفاده از روش تکمیل مربع به شکل معیاری آن می آوریم: 
x» 19y + 4-18 23-0‏ 
-2y(-23 =0‏ ”)9 + ×4 + 7× 
2-0 1-23[ (1) - 20 ت (02)- 2 
x» 1412) -02( +9 210 (9 23-0‏ 
مریم کامل  ET‏ 
(x12) 9)71) 94-23-0‏ 
(x +2)” +9) -1(” -36 =0‏ 
(x +2)” + 9) -1( =6‏ 
6_ *(1 - ب) 9 2 3#( 
36 36 36 


اطراف مساوات را تقسیم عدد 6 می‌نماییم: 


سین 


1 - مختصات مر کزء محراق‌ها» رأس‌ها و طول قطر کبیر هر یک از بیضوی‌های زیر را دریافت کنید. 


2 2 
را + نم 
9 2 
2- معادلة بیضوی را بنویسید که م ركز آن در نقطة (2 , 1) و محراق آن نقطة (2, 6) بوده و از نقطة 


(6. 4) بگذارد. 
3- معادلات بیضوی زیر را به شکل معیاری تبدیل نمایید و کمیات وضعیة مر کز» رأس‌هاء محراق‌ها؛ طول 
محور کبیر» طول محور صغیر و عن‌المر کزیت را دریافت و گراف آن را رسم نمایید. 

a) 9x” + *رر25‎ - 362-150 +36 =0 b) 16x7” + #یر4‎ +96x-8y + 84-0 


( 


b) x” +2y” +4x-12y +20 =0 


پارابولا 
Parabola‏ 
اگر شعاع آفتاب به یک عدسیۂ مقعر بتابد. شعاع منعکسة آن 


از کدام نقطه می گذرد؟ نقطۀ مذ کور به کدام نام یاد گردیده 


een 


D 7 درشکل مقابل مختصات نقاط ۷ ۴ و ک دادہ‎ ٩ 
4 
۱ شده‌اند. با استفاده از فورمول فاصله بین دونقطه»‎ 
)-1.2( ۷ 
1 
5 Sf ۱. : 


از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد. 


۰ 


تعر یف 
محل هندسی تمام نقاطی که در یک مستوی واقع بوده و از یک نقطة ثابت و یک خط مستقیم ثابت 
فاصله‌های مساوی داشته باشند» به نام پارابولا یاد می گردد. نقطۂ ثابت را محراق (۴) وخط مستقیم 2 را به 
نام خط هادی( 101100111) یا خط موجه پارابولا می‌نامند. MF = MK‏ 

خطی که از محراقی و رأس پارابولا بگذرد و به خط مستقیم 1 عمود باشد. به نام محور تناظر یام‌حور 
محراق پارابولا یاد می‌شود. 

ی و و او 


وترهای پارابولا 

خط مستقیمی که دو نقطة پارابولا را باهم وصل کند به نام وتر پارابولا یاد می‌شود. 
خر ره را ار را را 

است وتر محراقی می‌نامند. 

اا را که در ات مجراق الا مجور ار 


۳ 
۳ 
سے 
بی 


پارابولا عمود است. وتر عمودی می‌نامند. e‏ 


DireCtr1x 


به کیک شکل بالا نشان دهد که طول وتر عمودی پارابولا جند برابر طول خحط 7 می‌باشد؟ 


معادلة پارابولا 


ب 


چطور می‌توانیم معادلة پارابولا را که رأس آن بالای p>‏ 4 ت 


مبدأی کمیات وضعیه قرار داشته باشد» دریافت کنیم. 
x” = 4py‏ 
= 


Eile 


سیستم کمیات وضع قایم را در نظر بگیرید و خط هادی موازی با محور لإ را در آن رسم کنید. 

۵ منحنی پارابولا را طوری رسم کنید که رس آن از مبدأی کمیات وضعیه بگذرد. 

۵ بالای محور ‏ محراق را طوری تعیین نمایید که فاصلٌ آن از رأس پاربولا مساوی به فاصله خط هادی 
از رأس پارابولا باشد. 

۰ به روی منحنی نقطهٌ (,×) 1 را انتخاب نموده آن را به ۴ وصل و از نقطهٌ 1۷1 یک عمود بالای 
هادی( خط موجه) رسم و نقطة تقاطع آن را بنامید. 

۵ مختصات نقطة ۴ و & را بنویسید. 

UL‏ فا CICK MIM‏ ها 

آن را در رابط تعریف پارابولا قرار دهید: ۱ = ۱۸۸۲۱ 

ثبوت معادلة حالت اول: 

۶( -م) + ر =| 4F‏ 2 
+« | ۸ | 1 


قیمت‌های 2۸۳ و 125 را در رابطة |۱۸ |MK|‏ ی 


۱ " VY ک(ود-م)‎ Xp 
F(pO) YY 


7 روز رد مر < IEE‏ - دور رز 


1 


کک ا 
معادله بالاء معادلهٌ پارابولای است که مر کز آن در مبداً کمیات وضعیه و محور تناظر آن با محور × منطبق 


0 


ا 


مختصات محراق آن عبارت از (0,) 7 است و معادله خط هادی آن 7 - = × می‌باشد. 
اگر 0 < م باشد» دهن پارابولا به طرف راست باز می‌باشد. 
اگر 0 > م باشد» دهن پارابولا به طرف چپ باز می‌باشد. 


۲ ٩ ۱) 


۱ ۳ 


< + 4 » 
F(p.Û) 3‏ توح مد 


مثال 1: معادلة پارابولایی را به دست آورید که مختصات محراق آن (2,0) و معادلۀ خط هادی 
ر بوده مختصات انجام‌های وتر عمودی آن را دریافت کنید. 
حل: از مختصات محراقی که روی محور قرار دارد گفته می توانیم که 0 < 2= ۲ عه اران فحن 


Jy” =4 px 
ج ع زر‎ py = 
اک کیت 2 = بد را 8۲ = ”ر قرار دهیم»‎ 
۳ : 
در این صورت دو نقطهٌ پارابولا که انجام‌های وتر‎ 
۴ ۰ 1 ا‎ 
1 ۱ عمودی نیز می‌باشد» به دست می آ ید و آن‌ها عبارت‎ 
۱ ۷ اند از:‎ 
۷ yJ =2 و ج‎ ٩ 
4ر “> ال‎ 
۳ مختصات انجام‌های وتر عمودی:‎ 
ا‎ M(2,4, M"'(2,—-4) 
E زف۵‎ 


معادلهةٌ معیاری پارابولا را دریافت کنید. 


ثبوت: نقطهٌ (/۸/)۲,1 را روی منحنی پارابولا درنظر گرفته نظر به تعریف پارابولا چنین می‌نویسیم: 


| ۸۸۳ |=| MK | 
MF |= f(x -0( +) - p7 = f * +) - p) 
| 105 هد - مالس‎ + ])«- ) (۲ OT 


( )/ (م + لہ 


(م +ر) = (م -ر) + × ج 
y7” +2 py +p‏ = ا 
py‏ 2+ زر 2= × ج 
2 
XxX =4py‏ 


معادلهة فوق. معادله پارابولا بوده که محور تناظر آن محور ۷و رأس آن مبداً کمیات وضعیه است. 
اگر 0  <‏ باشد؛ دهن پارابول به طرف بالا باز می‌باشد. 


اگر 0 > م باشد؛ دهن پارابول به طرف پایین باز می‌باشد. 


مثال 2: کمیات وج رأس» محراق و معاد خط موجه پارابولا 212 ۳ را دریافت کید 
حل: در معادله رم4 = یت 9او راه جای آن‌ها قرار می‌دهیم: 
دص ک رح A2‏ 


0= 0 - 2 
اه اراس رال ات ار TS E OO‏ 
ِ ۲ ۱( 


2- کمیات وضعبة محراق پارابولا عبارت است از F(0,3)‏ 


1 - کمیات وضعیة رأس و معادلهُ خط هادی(موجه) پارابولاهایی که معادلات آن‌ها عبارت از 
0= ×4- ”ر و 2 = ”× می‌باشند تعبین کرده و گراف هر کدام آن‌ها را رسم کنید. 
2 - معادلهٌ پارابولایی را دریافت کنید که مختصات رأس و محراق آن طور زیر داده شده باشد: 

a) 5)0,0( F(0,5) 


معادلة پارابولا که رس آن بک نقطة اختباری باشد 


آیا معادلة پارابولا را دریافت کرده می‌توانيم که 
مختصات رأس آن مبداً کمیات وضعیه نباشد؟ ( -ج)4< (-) 
2 
( - )242 (-2) 


ابیت 


۵ یک پارابول را در سیستم کمیات وضع قایم رسم کنید که رأس آن (/,۸) باشد و محور تناظر آن 
موازی به محور × باشد. 

۵ روی منحنی پارابولا نقطة («,×) 1 را انتخاب و آن رابه ۴ وصل و از نقطه ]1۷ یک عمود بالای 
هادی(موجه) رسم نمایید و آن را لا بنامید. 

حالت اول: با استفاده از فورمول فاصله بین دو نقطه فاصله بین نقاط ۳,۷ و ]۱,1۷ را پیدا کنید بعد از 
آن معادلهٌ پارابولا را که رس آن (5)۸,۸است به دست آورید. 

بوت: چون کمیات وضعية نقاط ۳و ۷1 را می‌شناسیم و نیز کمیات وضعية نقطة N‏ عبارت از: 
(, -) می‌باشد. نظر به تعریف پارا بولا داریم: 


lG DIO ED lt 0 DIO 


اطراف مساوات را و می‌سازیم: 
=[x -(h¬— p)] + (y-y)‏ ۳( - )+ [(م + [(x - (h‏ 
-2ky +k? = x? -2(h- p(x + (h— Pp)‏ یز + x? -2(h + p)x +(h+ p)?‏ 
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بعد از ساده کردن رابطهً فوق به دست می‌آید: 
رم 4 - رم 4 - y7” -2ky+k‏ 


)-( =4p(x-h) 
معادلة فوق» معادلهٌ پارابولایی را نشان می‌دهد که کمیات وضعیه رأس و محراق آن به ترتیب (/,5)10 و‎ 


F(h+ p,k)‏ است. معادله خط موجه آن + 7-- ۲ و محور تناظر آن y=k‏ می‌باشد. 
اگر 0 < م باشد دهن پارابول به طرف راست باز می‌باشد. 


اگر 0 > م باشد دهن پارابول به طرف چپ باز می‌باشد. 
XxX ۱-۱‏ ۷ 


۳ مه‎ + ۱ e. ۱ سره‎ 
1 { 0 
1 x جح‎ 7 1 5 x 


حالت دوم 

معادلة پارابولا که رأس آن (/,) و محورتناظر آن موازی به محور ‏ باشد عبارت است از: 
(۸ - )4۵ = ”(۸- ×) که مختصات راس آن (۸,۸)ء و مختصات محراق آن ( + ۸,۸) 7 است. 
معادلهةٌ محور تناظر آن ۸- = × ومعادلة خط موجه آن م - ۸ = ر است. 

اگر 0 < م باشد دهن پارابول به طرف بالا باز می‌باشد. 


اگر 0 > م باشد دهن پارابول به طرف پایین باز می‌باشد. 


ج 


مثال اک از معاد پارابولا (2- )12 (۲-1) مختصات رای مختصات محراق مادا خط موجه 


معادله محور تناظر و مختصات انجام‌های وتر عمودی را دریافت کنید. 


حل: چون معادله شکل عمومی (x-h) =4p(y-k)‏ ای رات ۱ = ۶ = ا 


کمیات وضعیه راس عبارت از (8)1,2 مت 


F (hek + p)= F(1+ 2+3) =F (1+ 5( مختصات محراق:‎ 
yJ=k-p +> y=2-3=-1 


معادلة خط مو جه. 


برای دریافت مختصات انجام‌های وتر عمودی قیمت را در معادله داده شده قرار می‌دهیم: 


5 بز 

ا (1-بد) 

2-6 (1-) جد 212.3 (1-) 
16 < 1 - 1 

x 26+1<-7 , x 2-6+1< 5 
17۰ 5) 7-5 » 5( 


x= بح‎ <= 


| 
همه هه هم 


12 
وک 4-12 


هم مه ص عم 


مثال 2 معادلة (2-6/۲+3 (4-«) را درنظر گرفته مختصات رأس محراق معادلة خط موجه 


معادله محور تناظر و مختصات انجام‌های وترعمودی آن را دریافت و گراف آن را ترسیم کنید. 


حل: مختصات رأس (3»4-)ک ج 3- -4»1۷-] 


4( 2-6 + 


2 


3 
E چون‎ 


مختصات محراق (4 0-۳ »۰ F(h+‏ 


3 
معادلة خط موجه عبارت است از: Goy‏ 


معادلة محور تناظر 4 y=‏ > رک رز 


9 2 
E‏ مختصة محراق را درمعادلۀ داده شده وضع نموده مختصات انجام‌های وتر عمودی ان را 


دریافت نمایید. 


0 


+ 
تم هم مج هم ی مه 


رد 

E E > Xx 9 9 
ME UMN 

۱۳ ۳ 


یادداشت: گراف معادلا 0 = ۴ + ٥y” + Dx + Ey‏ + 4×7 یک پارابولا است NE‏ 0( 
صفر باشد نه هر دوی آن ( 0= 0۶0۸ با ۶0 0۸ 0). 

سؤال: معادلة (۸ - )4 (-۲) را به شکل توسعوی آن تبدیل کنید. 

مثال 3 معادلة پارابولا 0= 25 + 8 - 2 - ”ر را به شکل معادلة معیاری پارابولا تبدیل» مختصات 
رأس و محراق» معادلٌ خط موجه و محور تناظر آن رابه دست آورید. 


حل: درمعادله داده شده 0 = ۸ است. پس معادله را نظر به متحول ل تکمیل مربع می‌نمايم: 


0= دس ”(1) - ”(1) + -2y‏ ”ر 
)y-1(” + 8) +3( =0‏ ج 0= 24 + ×8 + ”(1-ر) 
0> 2-= و > 8- - (4 > =-8)x+3(‏ (1-) 


کات را (3,1-) < 9  -1 ,  -‏ 
مختصات محراق: p,k)= ۶3-2۴ ۱( F(-5<1)‏ )۳ 
معادلة خط موجه: 4 < 2-3-1 > x=h-p‏ 
محور تناظر: ار ج ٢ر‏ 


1 - معادلهٌ پارابولا را دریافت کنید» درصورتی که: 
(1,3-) ۲ ,(1,3) 9 
2- گراف معادلة (4-)12= (1-) را با تمام جزئیات آن رسم کنید. 
3 - معادلات زیر را به شکل معادلات معیاری تبدیل و گراف آن‌ها را رسم نمایید. 
b) x” - 27 - 6-53 - 0‏ 41-0 +8 +6 - یز a)‏ 
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9 
Hyperbola‏ 
فواصل آن‌ها از دو نقطة مستقر مساوی به یک طول ا 


ثابت باشد. چه نوع منحنی است؟ 


پیت 


٩‏ درشکل مقابل مختصات نقاط ۸4,۸ ,1,۳,۳ و ۸ داده شده با استفاده از فورمول 
فاصله بین دو نقطه طول‌های | ۸۸ |,|' 1۳ | و | را دریافت کنبد. 


۵ حاصل تفریق | ۸۳-۱۸۸۲ |رابه دست آورید. 
۵ حاصل تفریق | 1/۴ |- |" '11| و |۸4 |را باهم مقایسه کنید. 
٩‏ به همین ترتیب مراحل فعالیت فوق را برای نقطة ۸۷۸۳ تطبیق کنید. 
٩‏ حاصل تفريق 24 = ۱۸۳۳و | |MF'|-| MF‏ 4 
را با یکدیگر مقایسه کنید. ۱ 
۳ ۶ ۱66 


بعد از انجام فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد. 

قعریف: محل هندسی تمام نقاطی که تفاضل فواصل آن‌ها از دو نقطة داده شده مستقر مساوی به یک طول 
ثابت باشد به نام‌هایپربولا )Hyp‌erb012(‏ باد می‌شود؛ یعنی: 24 |۸۸ |=| ۸۳۲۱-۱۸۸ | 

در شکل ۴ و "7 محراق‌های هایپربولاء ]1۷ و ۷۲ دو نقطهٌ کیفی آن می‌باشد. 

نقطة وسطی "7 مر کز هایپربولا بوده و فاصله بین مرکز و هر یک از رآس‌ها را به 4و فاصله بین م رکز و 
هر یک از محراق‌ها را 6 می‌نامند. 

FF' - 60 و‎ ۸۸ = 24 


0 


محورهای تناظر و رآس‌های هایپرپولا 

یرل وا ری ری خر ار کی زوا مر ی رآ 
عمودی "77 است. محل تقاطع دو محور را مر کز تناظر یا م رکز هایپربولا می گویند. محور تناظر که از 
9 به نام محور متقاطع (20615 86 باد می‌شود؛ زیرا هاییرابولا را در دو نقطۀ ۸ 
و ۸ قطع می کند. این دو نقطه را رأس‌های حقیقی هایپربولا نامیده می‌شود. فاصلهٌ بین آن‌ها عبارت از: 
۸۸-۰ | است. 

محور تناظر که ناصف عمودی 1 می‌باشد و هایپربولا را قطع نمی کند به نام محور مزدوج 
(2201 0۳[2828106/)) یاد می‌شود. دو نقطة 8 و '8 را روی این محور در دو طرف م رکز طوری در نظر 
می گیریم که 6- '08 = 08 باشدء این دو نقطه رأس‌های غیر حقیقی هایپربولا گفته می‌شود و فاصله 
بین آن‌ها ظ2 عا '88 |است. 

دریک هابپربولا رابطةٌ بین طول‌های ۵,۵ و » قرار زیر می‌باشد. FD‏ = گم 

عن الم ر کزیست: چون در هاپربولا 4 <» 


می‌باشد؛ پس 1 < 6 بوده» رابطه بین 4,,€ و عن 8 ۸ هد 


کی # 3 
7 ر هس ن¿ بو 1" ١‏ 
المر ات اه ارت ۳ استفاده از رابطه 2 7 1۹ 


۴ 
< م ان را به دست اورید. 
ad‏ 


aw 


یک شکل هایپربولا را رسم کنید و در آن مر کز» محراق هاء راس‌های حقیقی و غیر حقیقی» محور متقاطع 


و مزدوج هایپربولا را در آن نشان دهید. 


0 


معاد له هاییر بولا 


آیا هایپربولای را رسم نموده می توانید که مرکز آن 


در مبدا کمیاب وضعیه باشد؟ 


لفات 


۰ هایپربولایی را رسم نمایید که مر کز آن در مبدأی کمیات وضعيهُ قایم باشد. 


6 نزقطة P(x,y)‏ را بالای یکی از شاخة منحنی هایپربولا انتخاب نموده و آن را به ۴و "۳ وصل کنید. 


1 رابطٌ تعریف هایپربولا را بین نقاط ۳ " ۴ و ۳ بنویسید.‎ ٩ 
با استفاده از فورمول فاصله بین دونقطه‎ ۵ 
1 ا‎ e 
آن‌را در رابطةٌ تعریف هایپربولا قرار دهید.‎ 
i. 
PE ۳۳-۵ 
(e+e) ا‎ TT E 
بعد از مربع ساختن اطراف مساوات داریم:‎ 
رز + 2 +یج2 - شور + گر + ک(ی - )4۵ + قمع شیر + قع +2 + بر‎ 
ر + 0 - 40۰/۲ = 4-44 ج‎ /+ 4 
جح‎ = = (C=C) + باز هم اطراف مساوات را مربع می‌سازیم: خر‎ 


E 2 4 2 7 2 2 
6۳1-26 0+ 0 =a x - 20۵ 0+ ۵6 + y 


برای دریافت معادله هایپربولا نظر به تعریف داریم: 


(2- شمش - رم - بر( - شع) د 
r = a 4‏ م2 - 2ع هب 
طوری که در هایپربولا رابطۀ *9 + ”ي = cC‏ وجود دارد؛ پس *9 = ۾ - ”ع می‌شود» در این صورت 


معادلهٌ فوق را طور زیر می‌نویسیم. 


0 


2 2 
X‏ 
ك 
a b‏ 
محور افقی × قرار دارند. 


حا لت دوم :ه رگاه محور متقاطع هایپربولا ۸۸ بالای محور لقرار گیرد معادله هایپربولا عبارت است از: 


گراف رابطة اخیر را رسم» فورمول آن را ثبوت و مختصات محراق‌ها و رأس‌ها را دریافت کنید. 

خطوط موجه هایپربولا 

درصورتی که محراق‌های هایپربولا بالای محور ‏ ویا لا قرار داشته باشند» در این صورت می‌توانیم 
va” +b”‏ ا 


e= > که:‎ : 
a a a EEE 


2 
باشد.‎ ±+ =+ 
EC e 


d 
اند.‎  < 1 معادلات خطوط موجه هایپربولا که محراق‌هایش روی محور ل قرار دارند» عبارت از‎ 
€ 
معادلات خطوط مو جه(خطوط هادی) هایپربولا که محراق‌هایش روی محور ×قرار دارند» عبارت از‎ 
می‌باشد.‎ E 
€ 
مجانب‌های هاییر بولا‎ 


2 2 
7 XxX 
ooo =1 معادلۀ هایپربولا‎ 


0 كِ سر 2 کے 2 
2 ا Ja =b (x‏ 
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2 
ے dad‏ 
در را E E E E‏ 
XxX‏ 
Dl, ۱ 0‏ ی 
ری( ۱ تلد یک ترپ مر ی ا مروت مر ۳ 
از معادلات مجانب‌های هایپربولا است که محراق‌های آن بالای محور × قرار داشته باشند» درصورتی که 


ی وا 

7 0 0 2 

مثال 1: از معادل هایپربولا 1= -* - 2" مختصات محراق» مختصات رأس‌ها معادلات خطوط موجه و 
مجانب‌ها را دریافت وگراف آن را رسم کنید. 

حل: مختصات رأس‌ها: (0 ۸4۰ ۸40۰ ج 4+= ج 16= *ه 


۱ =4 د‎ p2 > 8)0 2 8)0 =2( 


ما 25 = 4 + 16 = 9 + c= Va‏ 
<F ۰۵۹5 <0)‏ (0 ۳02۰5۰ 
O E TT TT‏ 
معادلات خطوط موجه: چون محراق‌ها بالای محور × قرار دارند؛ بنابرآن: ±= ±= += ور 
€ 
3 
معادلات مجانب‌ها: 


2 وک‎ e 
a 4 


x 12y) > x12) 0< X7 2,0 


2 


2 2 
٤ X‏ 
مثال 2 معادلا 1 = سم یک معادلهً هایپربولا است. کمیات وضعيه محراق‌ها» راس‌ها»ء معادلات 
خطوط موجه و مجانب‌ها را به دست آورده گراف آن را رسم نمایید. 


حل: معادلۀ فوق معادله هایپربولایی است که مر کز آن در مبدأی کمیات وضعیه و محور متقاطع آن 


2 


بالای محور ‏ قرار دارد. 


مختصات رآس‌ها: (2 .400 (2. 4۱0 <- 2 4 0 
(0, 2-3 , (0, 803 ج 4۵ج 9- *ر] 

مختصات محراق‌ها: 3= > 13- 4+9 - ع ج c= +b”‏ 
<F '(0 ,-/13(‏ (0۰۰/13) ۳ 

معادلات خطوط موجه: طوری که محور متقاطع بالای محور ل منطبق است؛ پس معادلات خطوط 


موجه عبارت اند از: 


معادلات مجانب‌ها: چون محور متفاطع بالای محور ر منطبق است. پس معادلات مجانب‌های ان 


عبارت اند از: e‏ وک بر رز 
3 0 
0= ۱ . ات کک و2 ۷ 23 


نی 


از معادلهٌ هایپربولای 16= ”ر - ”×4 کمیات وضعية محراق‌ها» رأس‌ها؛ معادلات خطوط موجه و 


مجانب‌ها را به دست آورده گراف آن را رسم نمایید. 
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معادلة هایپربولابی که م رکز آن یک نقطة اختیاری باشد 


آیا معادله یی برای هایپربولا وجود دارد که م رکز آن روز -:2) (y-۴)‏ 
مبدأی کمیات وضع قایم نباشد؟ 1= > a”‏ 5۳ 
2 
(¬—k)‏ _ (-2) 
1 و و 


لفات 


۰ درسیستم کمیات وضعية قایم» هایپربولای را رسم کنید که م رکز آن در نقطة (۸,۸) و محور 
متقاطع آن موازی به محور ‏ باشد. 

۰ یک نقطدٌ کیفی (ز,)2 راروی هایپربولا در نظر گرفته و آن رابه ۳و "۳ وصل کنید. 

٩‏ بادرنظر داشت مر کز هایپربولا (۸,۸) مختصات محراق‌ها ۳و ۴ رآس‌ها ۵,۵ و '8,8 را 
در شکل نشان دهید 

۵ با استفاده از شکل» رابطةً 26 <-|۳۳|-] ۳۳| را حساب کنید. 


حالت اول: با استفاده از فورمول فاصله بین دو نقطة و رابطة تعریف هایپربولا می توان نوشت: 


جنس نز و ود( 


۳ 


| ۳۳| -| ۳۲ u 
۲-0 لت 0+ [(و-‎ - 0+0 + 0-0 20 
۱-0-0 + - ul COC 


| [و-‎ +=? ) =(24+ [r= (a+cF +00۴ ( 
]- 0 -0([ +(y-F)* = 4a? +44. [x - (2+ OP + -ن‎ (۴ + [x - 0 + © |+ (y-8) 
۳-2500 -0(+ 0-0۳ = 44 +۹] - (A+ DP + تن‎ +x” 2+ (+ 0۱+ ثم‎ 


بعد از جمع و تفریق حدود مشابه می توان نوشت: 


cx = (ch +a”) = a [x-(h +e) +) -(۳ 
cx? -2cx(ch + a) + (ch+ a?) = a? [x-(h+ ce) + a (y— KR) 
بعد از ضرب و رفع توان‌هاء حدود مشابه را باهم جمع نموده و به طور زیر می‌نویسیم:‎ 


cx? - a x? -2c7hx + 2a? hx + ch? - ah? - a” (y— Kk)” = ac” — a^ 
x (c” -a”)-2hx(c” -a”)+ h” (c7 - a”) - a? (y— Kk) = a (c? - a) 
(c” -a”)(x? -2hx + h”)—- a” (y—-K)? = a7 (c7 - a) 
CC -( ۰ ۱ al 
چون < ه- € است؛ پس رابطه را طور زیر می‌نویسیم:‎ 


b” (x—h)? - 7 0-1 = ab 
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اطراف مساوات را به تقسیم می کنیم: 


020-1 4 )-( 49 


db? 


مختصات رآأس‌های حقيقى: A(h+a,k) , 4'(h-a,)‏ 
مختصات رآأس‌های غیرحقیقی: )6 B5), 8R‏ 


F(h+c,k) , F'(h-c,R) مختصات محراق‌ها:‎ 
E Ey معادلات مجانب‌ها:‎ 
a 
x-h=+% yT 
€ 


حالت دوم: اگر محور متقاطع موازی به محور ل باشد» 
و ۳( ا 


2 2 
6 a b 


از روی کل مختصات رأس‌هاه محراق‌ها» معادلات ۲ 


خطوط موجه و مجانب‌ها را دریافت نمایید. 

یادداشت: به یاد داشته باشید که معادلۀ انکشاف بافتۀ 
Ax” + By? + Dx + Ey+F =0‏ هنگامی معادلةهة 
هایپربولا است که ۶0 4,8 و 4=8 با 8 ۶ ۸بوده. 
اما مختلف الاشاره باشند. 


|| ك 


ab” db? 
(x=h) _(y=k) 
a ۳9 


مثال 1 معادلةٌ 2144 (1+)4- (3- )9 را درنظر گرفته مختصات مر کز» رأس‌ها؛ محراق‌ها 


و معادله مجانب‌های آن را بنویسید. 


حل: معادله داده شده را به شکل معادله معباری می‌نویسیم. 


0 


9)0-3( 4+۴ ۳" 


144 144 


(e-3 _ +7 


16 36 


مختصات رأس‌ها: 4 = < 16= a”‏ 
)47-1 -(1- »4+4 
(1- 1۰-)۸ -(1- ۸3-4۰ 


6+ - نج 36 - 2 

(8۰-7-(۰-6-1 ۱8 8 )5 »80-(3۰6-1)ظ 

c= 52 2 3‏ ج 52 = 16+36- 8 ج 2 - ھ = ع 

(52 4-3 e را‎ 52 3 =7 

E » =± )-3(-1 معادلات مجانب‌ها:‎ 
ad 


2y =3) -3(-2‏ 5= 1/.2-(3-) ±= ر 
2y=3×-1‏ ج 2-(3-»)3= 2y‏ 
2y - 71‏ ج 3-2 3)5 - 2 
مثال 2: معادلهٌ هاپربولای 31<0-«18- 87-37 - ”×2 را در نظر گرفته کمیات وضعيةٌ 
مر کز» محراق‌ها؛ رأس‌ها و معادلات خطوط موجه و مجانب‌ها را به دست آورید. 
حل: 
31<0-(6 - )4200-35 - )2 
31-0-]32- 32 +یر6 + را | 2۶-22 + یره تا 
31-0-[9- 3 7 |4 (2- 2 
27-3120 + (3 + 8-30- (2- )2 
2-0 2- (30+3- (2- 20 
2-2 (3+)3- (2- )2 
اطراف معادلة فوق را تقسیم عدد 12 می‌نماییم: 
۳ تا 1 ۱ ۷( 2 
4 6 12 12 12 
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معادلۀ فوق به حالت استندرد تبدیل شده است. دیده می‌شود که کمیات وضعية مرکز آن 2= ۸و 

3= ۸ بعنی (3-,0)2 است. 
لدعم ج 6= , 2دعو د b*=4‏ 
c= Va +b = /6 +4 = 0‏ 
F(htc,) => F(2+./10,-3) , F'2-</10,-3)‏ 
)3-,6/<ہ-4(2 , )3-,6/.+4(2 > A(h+a,k)‏ 

مختصات رأس‌های غیر حقیقی: 
B(h,k+b)=> B(2,-1) , 20۵,-5(‏ 

معادلات خطوط موجه: 


0 a 6/10 3/10 


x-h=+t— << x1 + < 1 42 
e 10 5 


۰ معادلات مجانب‌ها:‎ 
ad ad 


22 


6- (2- )2+ = بر6 + ج 6 /3-(2-) 


دا 


0= 4+36 + 6-2 ج 
0= 31/6 + 2-4 + 6 


× و هچ 


aw 


1- معادلة 16-79-10 + 54 + یره - 9x”‏ را به معادلهٌ معیاری هایپربولا تبدیل کنید. 


حالات نسبی بت خط مستقیم نظر به مقاطع مخروطی 
یک خط مستقیم اختیاری» در صورت امکان 
بک دایره را در چند نقطه قطع می کند؟ ا ا ج 


mS 


دایرة 0 و خط مستقیم ۸ را در نظر بگیرید. 
۵ یک دایره و یک خط مستقیم را طوری رسم کنید. که تنها یک نقطه مشت رک داشته باشند. 
٩‏ آیا امکان دارد که یک خط مستقیم و یک دایره زیادتر از دو نقطةٌ یکدیگر را قطع کنند؟ 
٩‏ اگر فاصله بین خط مستقیم و مرکز دایره بزرگتر از شعاع دایره باشد» دایره و خط مستقیم 
چند نقطة مشترک دارند؟ 
از فعالیت بالا نتیجة زیر به دست می آید: 
فتیجه: یک خط مستقیم اختیاری و دایره در یک مستوی امکان دارد یک. دو و يا هیچ نقطه 
مشتر ک داشته باشند. 
مثال 1: دایره 9= "+ ”× و خط مستقیم 3= ز را رسم نموده و موقعیت آن را تعیین کنید. 
حل: در شکل دیده می‌شود دایره و خط مستقیم یکدیگر را در دو نقطة (0»3) و (3,0-) قطع 
می کنند. برای به دست آوردن این نتیجه قیمت ‏ از معادله خط مستقیم را در معادله دایره وضع 
کرده نتيجهٌ بالا به دست می‌آید. 
2+3 ۲ 
9-9-0 و6 + ور زر کت 9= (EF)‏ جک 29 برد "بر 
وح رتو 0ات 0 عبرم روکد 
قیمت × را در معادلة 3 +۶ = ر وضع نموده قیمت / را به دست آورید. 
3= رز ج 20+3< ۲ 


نقطه( 0۰3) و (3,0-) نقاط تقاطع دایره و خط مستقیم اند. 0= رز ج 3+ 2-3 رز 
کر ۱ 
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به صورت عمومی وقتی که خط مستقیم را از جنس متحول و یا در معادله مقاطع مخروطی 
قرار دهیم بعد از تعویض» حل معادلۀ درجه‌دوم به دست می آید که حل آن مربوط به قیمت ۸ 


است. با استفاده از مناقشه برای ۸ نظر به معلومات گذشته می‌توانیم طور زیر نتیجه گیری کنیم. 


اتا گر 0 < ۸ باشد. معادله دو حل دارد. بدین ترتیب خط و ۵ 74 
منحنی یکدیگر را در دو نقطه قطع می کنند. (0,3) ۱ 
ما ها مر ار در ار را ۱ 
X‏ > ی مهف همم 
)3,0( 
مساوی بوده. که بدین ترتیب خط و منحنی مقاطع مخروطی ۱ ۳ 
تنها با هم یک نقطه مشت رک دارند. ا 


3-اگر 0 > ۸ باشد معادله حل ندارد» به عبارت دیگر خط مستقیم و منحنی یکدیگر را قطع 
مثال 2: معادلهٌ دايرة 4-4-0 +2 - ”ر + ”× و خط 0= 15-×4-(3 را در نظر گرفته 
موقعیت های‌شان را نظر به یکدیگر بررسی کنید. 
حل: نخست معادلة دایره را به شکل معیاری آن تبدیل می‌نمايم. 
0 = 4 - رز +2 - ر ج بر 
r DEV ICO O 40‏ وه 
(2-یل) , 9= *(2+ین + = ) 
از معادله معیاری دایره می‌دانيم که م رکز آن (2-,1) و شعاع آن کر است. 
به همین ترتیب معادلهٌ خط مستقیم را به شکل معیاری تبدیل می‌نمايم. 
0 ج 15+ :4 < رد3 ج- 0 < 4-15 - 3 
اگر از معادلٌ خط مستقیم قیمت ‏ را از جنس × در معادلهٌ معیاری دایره وضع کنیم به دست 


(e-1 ++ 5+2) =9 


را + -2x+1+‏ وڪ 


CC) 


1 


+ 


4 


۳ رگ 14+ 2 ر ج e‏ 


کر 
9.410 + .9-.9 ج 


ll 
1 ۱ ج‎ 257 + 1502+ 369-0 
A = b” - 6 
A = 22500 - 36900 = -14400 > 0 
چون 0 > است. پس خط و دایره نقطۀ مشترک ندارد.‎ 
مثال 3: موقعیت خط 1-× = ر و پارابولا 1=0+ 7× - را تحقیق کنید.‎ 
حل:‎ 
J) 3-1 
کا = (ا=) کک 1-0+ ر‎ 0 
x-1-×x 4-1-0 ج‎ × -×=0 
A =b” -4ac > ۸ = (-1)” -4(1)۰-0 ا<۸ ک0 اک‎ _ 40 
قیمت را از معادلۀ فوق در معادلةٌ پارابولا وضع می کنیم. در آن صورت داریم:‎ 
چون 0 < ۸ است پس خط 2-1 زپارابولا 1=0+ ”×- زرا در دو نقطه قطع می کند. حل‎ 


آن را می‌توان به شکل زیر دریافت کرد. 


رورت ور 

-b+/۸ 1+1‏ ِ 
<< رد ا[ < X‏ = << ورد ض 7۷ 

2 20 2 ما 
ار ی ای آمده را در معادلة خط 2 

او وچ 
e ‌ e e ۰‏ ۳3 ا 

مستقیم وضع کنیم نقاط تقاطع خط مستقیم و 


پارابول به دست میآید که عبارت اند از: نقاط 
(۰)1,0 (1-,0) که در شکل به صورت واضح 
دیده می‌شود. 


7 2 
مثال4: موقعیت خط مستقیم 5= ویضوی که معادلة آن عبارت است از 1 - با 
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است. را تحقیق کنید. 


حل: اگر قیمت خط مستقیم 5 < × را در معادلۀ بیضوی وضع کنیم» در آن صورت به دست می آید. 


7 2 2 
Eee 
9 4 9 4 


2 


0= ر 1-15= د 


4 ۸ 


چون 0= -44- ظ = ۸است به این 


> 


a 


ترتیب گفته می‌توانیم که خط مستقیم و ۱ ۱ 
بیضوی یک نقطة مشتر ک دارند که در 
شکل به صورت واضح دیده می‌شود. | ۱ 
یادداشت: معادلة انکشاف یافته مقاطع مخروطی به شکل زیر است. 
Ax” + By? + Dx+Ey+F =0‏ 


1 ER 
برای شناخت معادلۀ فوق به باد داشته باشید که:‎ 


1-اگر =4 و هم‌علامت باشند» معادلة یک دایره است. 
2-اگر 8 ۶ 4 و هم‌علامت باشند» معادلا یک بیضوی است. 
3-اگر 4-8 یا ۶ 4 علامت‌های مختلف داشته باشند. هایپربولا است. 


4- اگر معادله اشکال زیر را داشته باشد» معادله پارایولا است. 


ری 


Ax? +Bx+Cy+D=0 , Ay? +By+Cx+D=0 


1- نوعیت معادلات داده شدة زیر را بعد از ترسیم گراف آن‌ها مشخص کنید. 
y =2 9=0 b) 9x” +9y” =7‏ 2 
c( 25x7 +16y” = 0 @( 3 =” =0‏ 
20 2+ - 6+ ”ر )€ 
2 موئ 6= ”4+ ”9 و خط مستقیم 3= ردر چند نقطه یکدیگر را قطع می کنند. 
3ے نقطه و یا نقاط تقاطع هایپربولای 4 2 «وخط + را کرات کک 
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نکات مهم فصل اول 


۰ 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 © © 
مقاطع مخروطی: تقاطع مستوی با مخروط در حالت‌های مختلف منحنی‌هایی را به وجود می آورد 
که به نام مقاطع مخروطی یاد می‌شوند. 
بیضوی: محل هندسی تمام نقاطی که مجموعة فواصل آن‌ها از دو نقطهٌ مستقر مساوی به یک طول 
ثابت باشند به نام بیضوی یاد می‌شود. نقاط مستقر را محراق‌های بیضوی گویند و به ۴و "1 نشان 
داده می‌شوند و طول ابت عبارت از: 24 442 | می‌باشد. 


کمیات وضعیه 


محراق‌ها انجام‌های قطر صغیر انجام‌های قطر کبیر ‌ٍ معادلات 
2 2 
Xx 3 ۳ (0, b),(0,-b)‏ 
(c,0), (=c,0(‏ ا را )0,0( 1= 2 35 2 
بالای محور × قرار دارند. 
د a>b‏ 
Ol DOs‏ | ر بر 
بالای محور × قرار بای مر رار وار“ (0,0) 1 0 3F‏ 
1 ر ار دارند. ad‏ 
h,k +b‏ 
کک  0,/(‏ /) بلای DS‏ 
(htc,k)‏ ۱ ۱۳9 5 یرک نیز (h,k)‏ ۳۳ 2 
ا و کت 
است. 
س 
(N,  4(‏ بلای ۳ ۱ ۳ ۱۲ 
TT (h,k +c)‏ قطر کبیر که موازی به (h,k)‏ 2 ا a‏ 
۱ محور ل است. 


است. 


معادلٌ عمومی بیضوی عبارت از 0= ۴ + ٥y” + 0× + 8y‏ + 4×7 است در صورتی که 4 و 
پارابولا: محل هندسی آن نقاطی که در مستوی واقع بوده و از یک نقطه ثابت و یک خط مستقیم 
فاصله‌های مساوی داشته باشند به نام پارابولا یاد می گردد. 


0 


شماره 


معادلات معادله خط مختصات کمیات وضعةً 9 

E‏ معادلات پارابولا 

محور تناظر موجه محراق‌ها رس 

1 ار‎ = 4px 5(0,0( F(P,0) ۲ 2 -( 7-0 

0=× | 7-2-۵ (م ,760 (5)0,0 pp‏ 4 < بر 2 
(ا,م F(h+‏ 1 

3 )-1( =4p(x—-h) S(h,k) x=h-p y=k 


4 (x-h)” =4p(y-k) S(hık) F(hk+p) y=k-p | x=h 


معادلة عمومی پارابولا عبارت از ۴ + بط + ×2 + *ن + ×4 است در صورتی که ضریب ۸با) 


صفر باشد. نه هر دو آن» عن الم ر کزیت در پارابولا ee‏ 


ها یبر بولا: محل هندسی نقاطی که تفاضل فواصل آن‌ها از دو نقطةٌ مستقر مستوی مساوی به یک 
طول ثابت باشد به نام هایپربولا یاد می‌شود. 


معادلات مجانب ها معادله انجام انجام کمیات 
خت ت َء ۶ 
خطوط ۲ رأس‌های غير راس‌های وضعیه معادلات هایپربولا 
محراق‌ها 
موجه کی ى م رکز 
F(c,0) 0 b‏ 
سح ب 1 < زر a,0),(-a,0 0,b),(0,-b‏ 
ر F'(-e0)‏ ر ِِ ) || #۸ 1 ( 500 ۵ 
بالای محور لا قرار بالای محور × قرار اس ی 
بالاى محور × a b2‏ 
دارند. دارند. 
قرار دارند. 
(0,a),(0,-a) (b,0),(-b,0) F(0,tc) a a‏ 3 2 
23-2 ب ۱ 3 2 )5(0,0 1 y‏ 
b‏ 8 بالای محور لا بالای محور × قرار بالای محور لا قرار 1 سس بر 
قرار دارند. فار دارند. 0 a‏ 
a‏ 2 2 
y-k=+—(x-h)‏ + | <عر ۱ ۳۹ (-() (x-h)‏ 
AED) | AOE) 9 c‏ ات ا 7 ۳ 


(y-k) _(x-h) 
2 = 


2 S(h,k) 
0 b 


A(h,kta) | B(htb,k)  F(hk+e) 


معادلةً عمومی هایپربولا عبارت از 0= ۴ + 8y” + 0× + Ey‏ + ”×4 است در صورتی که 8= ۸4 
یا 8 ۶ 4 ولی دارای علامت‌های مختلف باشند. عن المرکزیت ٤<1‏ است. 


2 


تمرین فصل او 


برای هر سوال چهار جواب داده شده است» جواب صحیح را دریافت و دور آن را حلقه نمایید. 
1- مستوی که به‌طور مایل مخروط را قطع کند» فصل مشت رک مستوی و مخروط عبارت است از: 
2-بیضوی 0- دایره 6- هاییربولا 0- دو خط متقاطع 
2- محراق‌های بیضوی نقاطی‌اند که از مر کز ببضوی: 
8- فاصله‌های مساوی دارند. 0- فاصله‌های مختلف دارند. 
- به اندازه نصف قطر بز رگ فاصله دارند. ‏ ل - به اندازۀ نصف قطر کو چک فاصله دارند. 
3- اگر ]۷[ یک نقطهٌ بیضوی ۴ و ۴ محراق‌ها و 22 طول قطر کبیر آن باشد. در این صورت 


داریم که: 
a) |MF|-|MF'| = 2a b) |(MF|+|MF'| = a‏ 
c) |MF|+|MF'| = 2a d) MF'l+|MF|=0‏ 
4- عن الم رکزیت یک بیضوی توسط کدام رابطۀ زیر به دست می آید؟ 
b) 0) e d)‏ ی a)‏ 
cC a cC b‏ 
TC ES‏ 
DGC CB CE‏ ع - a) a” =b”‏ 
O) @ = +e d) a” =b” +c‏ 


6- در معادله (۸-×) م 4= (-) اگر 0< ۶2 باشد. 
8- پارابول به طرف بالا باز است. . 0- پارابولا به طرف پایین باز است. 
8و4 طرف راست باز است. 0-به طرف چپ باز است. 
7- هرگاه معادله پارابولا (2 - )8 = ”(1+ )را داشته باشیم» کمیات وضعية محراق آن عبارت است از: 


a) F(-1-2) b) F(-1, 4) c) F(-1, 2) d) F(4,-1) 
8-اگر نقاط ۳,۳ محراق‌های هایپربولا باشد» تحت کدام شرط نقطه 0 یک نقطة از محبط‎ 


هایپربولا بوده می تواند. 
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a) |PF|-|PF' | =a b) |PF|+|PF'| = 2a 
c) |PF|+|PF'| =0 d) |PF|+|PF'| = 2a 
گراف پارابولایی ”× = ر نظر به کدام محور متناظر است ؟‎ -9 
× نظر به محور لا 0- نظر به محور‎ 2 
0-نظر به محور و 0- نظر به مبدا کمیات وضعیه‎ 
کدام یکی از جوابات زیر عن‌المرکزیت هایپربولا را نشان می‌دهد؟‎ -0 
a) 1 b) e=-1 c) e>1 d) e=1 


1- موقعیت قطر طول بیضوی 1= ر عبارت اند از: 
2 بالای محور ‏ 0- بالای محور × 
6 موازی به محور × 0- موازی به محور ۷ 
2- محل هندسی نقاطی که در یک مستوی از یک نقطةّ ثابت متساوی‌الفاصله است به نام چه یاد 


ِِِ 
۵- کره 0- دایره 
- پارابولا 0- اليس 
3- کمیات وضعيه راس پارابولای (2 +402 - ”رعبارت است از: 
4- معادلهٌ 3-0 + 8y‏ + ”ر4 + ”×4 به کدام یک از مقاطع مخروطی تعلق دارد: 
8- دایره اليس 
سوالات زیر را حل نما یید. 
1- معادلات زیر را در نظر گرفته» نخست آن‌ها را به حالت معیاری نوشته و بعد گراف آن‌هارا 
رم نماید: 
9x” ۰ =5‏ 7 ل ند رم 
16x” - 96۲ + 9y” + 90 + 225 =0 d) x” +12 - 120 + 288-0‏ (6 


0 


2- مطابق شرایط داده شدهُ زیر معادلات بیضوی را دریابید: 
مر کز آن (0,0) , ۸-2-2 , ۵20.5 نوده و قطر کبیر آن به امتداد محور 7 باشد. 
0-مرکز آن (0,0) , 64< , 0.5 ٥=‏ بوده و قط ر کبیر آن به امتداد محور × باشد. 

3- در معادلات زیر قطر کبیر» قطر صغیر» مختصات رأس‌ها و مختصات محراق‌های بیضوی را دریافت 
اک 

4 


E‏ 3 4= ر + (1- )4 (ه 


4- معادلات پارابولای زیر را به شکل معیاری آن آورده و گراف‌های آن‌ها را رسم نمایید. 


0= 4+2 - 4 - ”ر b(‏ 0 ۱۱ (7 
5- معادلات هر یک از هایپربولایی زیر را به شکل معیاری آن‌ها تبدیل نمایید. 


0= 10-25 + بر - بز4 + و2 (و 0= 8-32 - رز - یرف a)‏ 
6- معادلة هایپربولای را تشکیل دهید که رأس‌های حقیقی آن (4,0-) (4,0) بوده و معادلات 


مجانب‌های آن = و باشند. 
7- معادلهٌ هاییربولا را تشکیل دهید که رأس‌های حقیقی آن (1,3-)(1,3) بوده و طول بین 


2 E 9 


3 miles 


( 


قانون ساین 
Law of sine‏ 


در شکل ذیل چطور مى‌توانيم اندازةضلع 4 و e‏ 
۹ 1243/ 
زاویة ٤‏ را دریافت نماییم؟ 5 ۳ 


ریت 


٩‏ یک مثلث حادالزاوية 40 رارسم کنید و طول اضلاع مثلث آن را تعین نمایید. 

* از هر رس مثلث به ضلع مقابل آن ارتفاعات ,4۸1 , و11 و ولل) رارسم کنید. 

۰ در مثلث‌های قایم‌الزاويةٌ ,4811 و ,401 طول ارتفاع ,4/7 را از جنس ۶118 و 5106 
دریافت و باهم مقایسه کنید. 

٩‏ در مثلث‌های قایم‌الزاوية و۸811 و 801 طول ارتفاع 811 رااز جنس 519۸ و 
0 دریافت و باهم مقایسه کنید. 

از فعالیت بالا می‌توان ثبوت زیر را به دست آورد. 

ثبوت: در مثك‌های قایم‌الزاوية ,407 و ,۸877 داریم: 

AH, _ ۸7, 


AB 6 
Ail, = CSN lM sseacoscosssc (0) 
910 )< ر‎ = 
۳ AC b 
AHı =bsinC.......... (2) 


csin B = bsin C/+ bc از مقاسةٌ روابط(1) و (2) داریم:‎ 
sin ۶ _sinC 


e 1 ۳ 
b c 
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۸ ۸ 


1 BH سس‎ 1 
sin 4 =2 > BH, =csin 4 ........ (3) 
0 


: BH a ۲ 
sin C < > BH, =asinC ........ (4) 
a 


csin A = asin C/+ ac از مقايسة روابط 3 و 4 داریم:‎ 


sin 4 sin C 


0 ۵ 


ِ 3 e DS 


€ _ ® 4 
sin A4 sinB sinC‏ 
رابطۀُ فوق در یک مثلث به نام قانون ساین (5106 01 1۷) یاد می‌شود. 
نتیجه: در هر مثلك ۰۸136 درصورتی که زوایا و طول اضلاع آن به ترتیب (€,۸,8) و (2,ط 
و »)باشند. داریم: 
adab Cc‏ 
sin A4 sinB sinC‏ 
ثبوت قضية ساین در مثلث منفرج‌الزاویه 


AD 3‏ ۱ : 
در مت قایم الزاوية 4€ داریم: 1 = () - 80 sin(1‏ 


از طرف دیگر از نسبت‌های مثلثاتی زوایای متممه می‌دانیم که: 


5100180 -0( = sin C 


O E (01) بنایراین:‎ 

همچنین در مثلث فایم‌الزاوية ۸۵113 داریم : )2( e‏ 2 (و] 310 
0 

8190 6 : 

روابط 1 و 2را طرف به طرف بالای همدیگر تقسیم می کنیم : ۳0 


ر 


sinC __sinB 


نظر به خواص تناسب جاهای وسطین را تغییر بدهیم: I‏ و Bî‏ 
CE ۲‏ ۱ 
حال از مثلث قایم‌الزاویه AEC‏ نو شته کرده می توانیم که: )3 e ES‏ 
CE‏ ۱ 
در را قایم‌الزاویه BCE‏ دیده می‌شود: )4( موی = > 2 روز 810۱ 
a‏ 
۴ ج sin 4 a‏ 
روابط 3 و 4 را طرف به طرف بالای همدیگر تقسیم می کنیم: TT‏ 
بر sinA sinB‏ 
اک حاها در وا تخیر اک 1 ووو > سس 
گر ت ی وسطین ر یر نی b‏ 2 
از مقایسة روابط 1 و 1 نوشته کرده می‌توانیم که: 
sinA _sinB _sinC 4 ® __ €‏ 
a b c sinA4 sinB sinC‏ 


الى فالیت 


۰ قانون ساین را در مثلث قایم‌الزاویه ثبوت کنید. 


مثال 1: در مثلث قایم‌الزاوية زیر قیمت یک ضلع و دو زاوية آن را دریافت کنید. در صورتی که 


قیمت یک زاو به و دو ضلع آن داده شده است. 


حل: با در نظرداشت قانون ساین می‌توان رابطهٌ زیر را چنین نوشت: 
0 
sin B‏ 


8 
9 6,3 sin 60° ۷3 
= 910 ) — کڪ‎ 


sin 60° 9 9 


Cc کے‎ 
sin C 


6۷3 _ 


sin C 


in0 = = =1 5 هه‎ =1 


9 
چون: 1= 1190ء است؛ پس: 90 = ٤‏ است. 


ر 


می‌دانيم که در یک مثلث: "0-< )+ 5 +۸ 


(0 + 08)- ۸-180 
(90°+ 60) - 4-180 
- 4 ج 150- 4=180 
به همین ترتیب قیمت ضلع 4 را دریافت می کنیم. 
1 
ویو و 0_5 sin 4 __ sin B sin 4_i‏ 
a b sin B sin 60 3 8 3‏ 
2 


33m‏ = 0 ج 


مثال 2: مطابق شکل زیر یک انجنیر ساختمانی می‌خواهد فاصله بین دونقطۀ 4 و 8 را که بین 
آن‌ها یک تیه قرار دارد دریافت کند. 


حل: با استفاده از قانون ساین رابطه بین ) 518 و 4 517 را در نظر می گیریم: 


sinC sin A 


c a 
* a.sin C . 922 05 
sin 4 sin 30° 


چون 0.9396 = 110 510 و 0.5 = 30° sin‏ است؛ پس داریم: 


, 22 6 


j => 24 
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مثال 3: در شکل مقابل اندازهة دو زاویه و یک ضلع 
آن داده شده است. اندازة یک زاویه و دو ضلع 


دیگر آن را دریافت کنید. ۱ 


حل: می‌دانيم که مجموع زوایای داخلی یک مثلث "0 است؛ پس می‌توانیم زاوية نامعلوم را 
دریافت کنیم. 
"1- ۸<180 ج (20+ 31)- 180< ۸ 
۸-1 
برای دریافت طول ضلع a‏ قانون ساین را در نظر می گیریم: 
sin ۸ __sinB " 510129 ۰. 0"‏ 
b 0 210‏ 0 
۰2107 3029 - ڕ 
91320 


چون 0.342 = "20 518 و 0.7771 = ۹1129 است؛ بنابراین: 


_ 0۰7771۰21007 ._. 07 
0.342 0.342 
a = 477.166cm 


= 477.166cm 


sin ۶ . 0 


۳ اندازة ضلع 6 را از رابطة‎ 
sin B ی‎ sin 0 5 sin 20 5 sin 31° E 210cm-sin 31° 
b c 210 6 sin 20 
چون 0.5150 = "81831 است؛ بنابراین داریم:‎ 


به دست م ی آوریم: 


_ 21007۰0.5150 ._ 7 
0.342 0.342 


= 316.228cm 


به یاد داشته باشید 
از قانون ساین وقتی استفاده می‌شود که: 

۰ اندازۀ دو زاویه و یک ضلع مقابل زاویۀ معلوم داده شده باشد؛ یعنی: (445) 

۰ اندازه دو ضلع و یک زاوية مقابل یکی از اضلاع معلوم داده شده باشد؛ یعنی: (59۸) 


نا گفته نماند که ۸ مخفف ۸47816 و 5 مخفف 5/00 می‌باشد. 


و 


1-اگر قیمت اضلاع مثلث قایم الزاویه "87 = 4 , 6 < 9 و ۸= ٥‏ داده شده باشند اندازه 


۳ 

کک 72 

8 ر 

۱ 
مر تا ۳ 7 
‌ ۳ 114 7 
و 2 
<< 2 
ند ۳ م7 
Bes‏ 4 
لس ۱ 
ES FA‏ 


قانون کوساین 

Law of cosine 
یک تصویر طبق شکل ذیل توسط تارها به میخ دیوار‎ 
آویزان شده است» اگر طول تارهای دو طرف میخ ه رکدام‎ 
و زاویه بین آن‌ها 60 باشد» فاصلةٌ بین دو نقطٌ تار‎ 0 


(×) را چطور دریافت کرده می‌توانیم ؟ 


للیفایت 


© یک مثلث اختیاری 0 را رسم کرده» طول ضلع که مقابل رأس ۸ قرار دارد به 48 طول ضلع 
که مقابل رأس 8 قرار دارد به ط وطول ضلع که مقابل رس 0 قرار دارد به 6 نمایش دهید. 

۰ از واس 8 یک ارتفاع را بالای ضلع 6 در نقطه رسم کنید. 

۰ در مثلث‌های قایم‌الزاویهٌ متشکله قضية فیثاغورث را تطبیق کنید. 


* در مثلث قایم الزاوية ۸96 قیمت 4/7 را از جنس کوساین زاویه 4 به دست آورده در 
رابطة فیثاغورث وضع نمایید. 

۰ محاسبات الجبری ممکنه را انجام داده رابطةٌ نهایی را بنویسید. 

با در نظرداشت مراحل فعالیت فوق» یک مرحلٌ قانون کوساین را ثبوت می کنیم. 

ثبوت : در مثلث حادالزاوية ۸/96 ارتفاع 811 را رسم می کنیم. 

فرض می کم 2 ۱ 2 للم و2 6 باشند 


در مثلث قایم الزاوي 2386 داریم: 9 + الق - زر 


GE ( 0 u 1‏ 
در مثلث قایم الزاوية 11418 طول ۸ را دریافت می کنیم: 
س و 
در رال 1 بے ای 1 قیمت آن را وضع می‌نماييم: 
× - ع + (× -) = a‏ 
هر - ی + "هر = = û‏ 


a = b” +c” - 


29 


درمثلث قایم الزاوية AHB‏ داریم: 


2 
009۸ - > 7-۸ 
60 


در رابطةٌ 20 - ”+ ظط = ”4 به جای ‏ قیمت آن را وضع می‌کنيم. 


0 + - 


ای مت و و سر وزج 
2bc‏ 
ى 0 ES‏ 
نتیجه: برای یک مثلث اختیاری رابطه ا a =b +c —-2bccosA4‏ 
C‏ 
به همین ترتیب می توان ثبوت کرد: 
2 2 2 
= و 
آ1... ك = 2008-088 b = a? +e”‏ 
ac‏ 


2 2 2 
الالال Gd E‏ 
2ab‏ 
در هر مثلث کوساین هر زاویۀٌ آن مساوی است به مجموع مربعات دو ضلع مجاور منفی مربع ضلع 
غیرمجاور بر دو چند حاصل‌ضرب اضلاع مجاور آن زاو به. 


یت 


۰ را ار ی را 
یادداشت: از قانون کوساین وقتی استفاده می کنیم که: 

۵ اندازۀ دو ضلع و یک زاويۀ مابین دو ضلع معلوم باشد.(ضلع زاویه ضلع)(545) 

۰ انداز ة سه ضلع مثلث معلوم باشد.(ضلع ضلع ضلع) (SSS)‏ 

استفاده از قانون ساین وکوساین برای دریافت اجزای یک مثلث 

با استفاده از قانون ساین وکوساین جدول زیر را در نظر می گیریم: 


c? =b” +a” - 26050090 = 


دربافت اجزای یک مثلث 


در صورتی که طول 3 ضلع یک مثلث معلوم باشد. از قانون کوساین استفاده می کنیم (855) (ضلع ءضلع ضلع ) 
در صورتی که اندازة دو زاویه و یک ضلع مقابل زاویه معلوم داده شده باشد. از قانون ساین استفاده می کنيم. (544)( زاویه زاویهءضلع) 
و (454)( زاویه. ضلع» زاویه) 
مس و و ای م (545) (ضلع؛ زاویه ضلع) 
ممکن نیست (444) (زاویه زاویه زاویه) 


0 


مثال 1: درمثلث »48 اندازة سه ضلع آن قرار زیر داده شده است. اندازهٌ زاویهُ ۸را تعیین کنید. 


ار ون اکن ر و 
a” =b” +c” -2bc-cos A4‏ 

)/28(* = (4) + )6( - 2-4-6 c8 4 
28 =16+36-48 cos 4 

28 = 52 -- c08 4 

48cos A4 = 52-28 > 48005 4 = 24 


60° =4 
مثال 2ک کر کک رال ABC‏ طول دو ضلع آن f‏ 16= ه , ۸-10 و زاویه بین آن‌ها 
07 = ) باشد. اندازة ضلع 6 را دریافت کنید. 
حل : چون دو ضلع و یک زاوية بین آن دو ضلع مثلث معلوم است از قانون کوساین استفاده 
می‌نماييم. 
c” =b” +a” - 29 0‏ 
c” = )10(” + )16(* -2016(010(»110*‏ 
c” < 100+ 256-10"‏ 
از جدول مثلثاتی می‌دانیم که: 0.342- = 609110 
(320)0-0.342- 356 < ۶ 
2-2-4 ”¢ 


4654 = > 465.44 < 6۶ 
17 << 6 
مثال 3: یک کاغذیران با طول تار 10010 در هوا است. اگر تار کاغذپران با سطع افقی زمین 
زاویه 60 را بسازد» بلندی کاغذپران را از سطح زمین دریافت کنید. 
حل ِ درمثلث قایم‌الزاویه OHL‏ داریم: 
cos 60° TS‏ 
OH 100‏ 


Xx =100۰cos 60° = 100. = 


@ 


از قانون کوساین داریم: 
HL = OH +OL - 207 60‏ 
HL = (100) + (50) -2 100‏ 


HL” =10000 + 2500 - 5000 
HL 7500 > HL = 7500m = 50,3 m 
711, — 50,3 m 


مثال 4: در مثلث ۸96 اندازة 60 = 4 و طول 8 = 5,٥‏ = 6 واحد طول است» اندازة ضلع » 
و € 811 را دریافت کنید. 
حل: نخست با استفاده از قانون کوساین انداز ضلع »و ) 811 را دریافت می کنیم: 

a” = c” +b” -2bccos A 


60° 2.8۰5۰0 - ”(5) + (8) = *ه 

cos 60° ر‎ 

a =64+25-80. 

واحدل طول 7= » ج 49 = ”ى ج 89-40 = ”۾ 


سپس با استفاده ازقانون ساین» 91061 را دریافت می کنیم. 


c a c-sin A4 
ِ که‎ - 910 C= 
sinC sin A4 0 
ی‎ 2 
۳ ۱ است. بنا برآن:‎ 0" ES چون‎ 
sin C= 
7 رز ذ‎ 
گم‎ ۰ 


B # ( 9 
a 


1-در یک مثلث ۸80 هر گاه 5/۸ = », 4/۸ =( و "45 =4 داده شده باشند. اندازة ضلع 6 
و زوایای نامعلوم مثلث را دریافت کنید. 
2- اگر در یک مثلث ضلع 300 = ۾ , 90 = 0 و زاویة بین‌شان *60 باشد. اندازهُ ضلع 6 چند 


9 


است؟ 


قانون تانجنت 
Law of Tangent‏ 
آیا در هر مثلث میان زاویه‌ها و اضلاع آن رابطه A+B‏ 


مقابل وجود دارد؟ 


= 
سس ۳5 
Bb ._ AB‏ 
2 
۵ رابطۀ قانون 511 را بنویسید و آن را مساوی به ( قرار دهید. 
ad b‏ 0 
© هر نسبت این تناسب - = را به صورت جداگانه مساوی به 2[ قرار دهید. 
د<" sin A4 sinB‏ 
۰ دو نسبت فوق را از جنس طول اضلاع آن‌ها بنویسید. 
۵ دو رابطۀ فوق را یکبار باهم جمع و بار دیگر از هم تفریق کنید. 
۰ روابط به دست آمده را یکی بالای دیگر تقسیم کنید. 
۰ محاسبات الجبری را انجام داده فورمول نهایی را بنویسید. 
بعد از انجام فعالیت نتیجه زیر به دست می‌آید. 
A+B‏ 
۱ 0 2 و 
۸ نتیجه: در هر مثلث قانون تانجنت عبارت است از: = 
3 , 2 0-۷ 
tan‏ 
ثبوت: دو نسبت رابطة قانون ساین را مساوی به(1 قرار می‌دهیم: 
b‏ 0 
رح سح << 
لصو ۰ ۰ ۸ sin‏ 
b‏ 
0 < 
sin A sin B‏ 
O DM ۸ ... 1]‏ 
b= DsinB ... II‏ 


روابط فوق را یک بار طرف به طرف باهم جمع و بار دیگر طرف به طرف از همدیگر تفریق 
a+b = D(sin ۸+ sin B)‏ 
a—b=D(sin ۸510 B)‏ 

روابط فوق را یکی بالای دیگر تقسیم می‌کنیم: 
a+b sin 4+ sin B‏ 
و a—b sin A4-sin‏ 


از فورمول‌های ضرب داریم که: 


O gg ی‎ 
2 2 
۳ TS 
2 2 
زو2‎ A+B ۸4-۶ . A+B ۸4-۶ 
a+b sin 4+18 8 _ ۳۷ 2 نت 2 ا 2 بت‎ 2 
۶ A4-sinB A+B . ۸4-9 A+B . ۸4-9 
2cos sin cos Sin 
2 2 2 2 
a+b A+B A4-B 
5 = tan cot 
a—b 2 2 
A+B 
0T 2 ۳ 2 1 1 
> چون > 2 ست: پس:‎ 
a¬—b مرچ‎ B 
2 2 | 
دو رابطة زیر را ثبوت کنید.‎ * 
tan C4 1 B+C 
ea 2 HE | 3 
E مما‎ b-c ا‎ 


۸۱ ڪڪ 
ی 


0 


و "0 - ۸ داده شده است» زوایای و را دریافت 


@ 


حل: می‌دانیم: که در هر مثلث. 


+ و‎ + 0-0 
ESCO 10 
E 


TS E 
b+c BEG 3 tan 45° 
lT 


3 B—-C 
2 - چون 1= 45 120 است؛ پس:‎ 
است؛‎ 120 30 3 1 
ِ س = ست؛‎ 3 
تن‎ 3 e E 
Ss 
2 3 
3 و ے‎ 
2 
و‎ - 0 < 0 (1) 
B+C=90° ..... (2) 


272 =150 > B= ۳ 

حالا قیمت زاويةٌ © را دریافت می‌نماییم؛ پس به جای زاوية 8 قیمت آن را در رابطة (1) وضع می کنیم. 

B-C=60 > 75 - 0 < 0" 

وااعک ) << اعد 00 و1 

مثال 2: اگر درمنلث 480 30 ۶-42 , 6243207 ,92507 < 4 باشند با استفاده 
ازقانون تانجنت اجزای نامعلوم مثلث را دریافت کنید. 

۸+ + 0-180 > ۸+ 02180 -] > ۸+ <۶180 -42 0" 

> 4+) <29* 60-2 30 > ۸+ 0<۶137 0 

0 ۳ ا ۱ 


"5 = 
2 2 2 2 
+۸ 
ate _ o _, 925+ 432 _ 1806845 _, 1357 _ 5‏ 
ا 493 مھا 2- 925 گس مھا a-c‏ 


0 


e ۸-0 3 


tan 68145 > tan 7 .tan 6845‏ 493۰ = 20 سح 
tan 68° 45' = 2.571‏ 
E‏ ب 
tan = 0.93‏ ج 0.363۰2.571 = tan‏ 
ET‏ 
2 
41 کک 
حالا می‌خواهیم زاویه A4‏ را از روابط 30 =I‏ 7/۳0 و 86= A4—-C‏ به دست آوریم. 
"6 -< ) -۸4 
30 0-137 +۸۸ 
5 ا که 90 222 = اب 2 د 30 24=22¥ 
حالا می خواهیم زاوية ٤‏ را دریافت کنیم. 0 136- '137°30 < 0 +۸۸ 
57-'90 136= 4 - 90 0-136 ج 
هه ور کل کک 
با استفاده از قانون ساین ضلع 0 را دریافت می کنیم. 
b 60 sin B‏ 
و > _ - 
sin B sinC sin C‏ 
30 ۹ رو - و 
sin 25 45‏ 
قیمت‌های ساین زاویه‌ها را در رابطۀ فوق وضع می کنیم 0.44 = '45 25° sin‏ 
sin 42° 30' = 0.676‏ 
0.676 


| 2-432 25 
0.434 f. 


اجزای نامعلوم مثلث را با استفاده ازقانون تانجنت به دست آورید. 
ار دا ۰ 
۵ هر کاه 4 ار ۱/0 0 , 3 8 باشد. 


@ 


مطابقت‌های مثلناتی 
Trigonometric 5‏ 
شما می‌دانید که * + 200+ ۵7 (۸+0) یک 


مطابقت الجبری است؛ زیرا به تمام قیمت‌های bya‏ 
دو طرف مساوات باهم مساوی اند. 


sin” a + cos” 0 =1 LT‏ مطابقت مثلثاتی شده می تواند؟ 


یت 


٩‏ درجدول زیر قیمت افاده‌های مثلثاتی ۸ و را برای قیمت‌های مختلف زاوية ۵ تکمیل 


بعد از تکمیل جدول قیمت‌های ۸ و را باهم مقایسه کنید و رابطةٌ آن را بنویسید. 

از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد. 

تعریف: مساوات مثلثاتی که برای تمام قیمت‌های زاویةٌ هر دو طرف مساوات. باهم مساوی شوند» 
به نام مطابقت مثلثاتی یاد می‌شود. 


cot 601 


یک مطابقت مثلثاتی است. 


0 1- 0500 
با تمام قیمت‌های زاوية :0 دو طرف مساوات باهم مساوی می‌شوند. 


( 


مطابقت 1= » 008 + » 811 را ثبوت کنید. 
سوت: در دابره C(o,r)‏ مثلث قایم‌الزاویه 
۸ 
3 ۱ 
cosa =‏ و > = sina‏ 


1 r 
نظر به قضية فیثاغورٹ می توان نوشت:‎ 


=F‏ + کر 
اطراف رابطة فوق را تقسیم ٣”‏ می‌نماییم: 
r2‏ ر 
ج 
r2 r2‏ 


7+7 =1 
r r 


x ۱‏ : 
قیمت‌های ۵188 -* و 6۵98 2 را در رانطة فوق وضع می کنیم؛ در نتبجه: 1< 0 6057 + ٩‏ "طژه 
r r‏ 


4 2 2 ۳7 2 27 
sin 0/4609 0<1 و‎ 1+ tan «a = sec 0 1+cot a =csc @ 


روابط فرعی مٹلثاتی عبارت اند از: 


605 0/.86060/ =1 , Sina.secd =1 ,  tana.cota =1 
06010 = SeCQ = 080 0 = — 
tan ¢ COSC 9100 
۰030: Sin @ 
0 ۳ ْ tan a = 
SIn @& 0030 


از مطابقت‌های فوق» مطابقت tan” a = sec” a‏ +1 را ثبوت می کنیم. 


ثبوت: از شکل می‌دانیم: =٣‏ ”ر + ”× 


EDM FF 
TY ر‎ 
1) ( 

09 XxX 


r 
1 + 1810 می توانیم بنوسیم: 0 9607 ب‎ 7 = 0 eee با قرار دادن قیمت‌های‎ 


0 


اللو تيت 


۵ با استفاده از نسبت‌های مثلثاتی فوق ثبوت کنید که: 


2 2 1 
1+ cot 0 = csc @ COQ = 8960 0, = 
tan 0 000: 


به طور عموم برای ثبوت مطابقت‌ها از یک طرف مطابقت. طرف دیگرآن را به دست می‌آورند؛ 
یعنی به یک طرف مطابقت عملیه‌های مختلف مانند مربع کردن» تجزیه کردن» ضرب و عملیه‌های 
دیگر اجرا می‌شود. تا اینکه طرف دیگر مطابقت به دست آید. 

اگر حدود یک افادة الجبری از جنس نسبت‌های مثلثاتی یک یا چند زاویه باشد. 

آن را افادهٌ مثلثاتی می‌نامند. با استفاده از روابط مثلثاتی بعضی افاده‌های مثلثاتی را می‌توان ساده کرد 
برای روشن شدن موضوع. مثال‌های مطابقت‌های مثلثاتی زیر را در نظر می‌گيریم. 


5112 07 COSC ‘tan 0 0 


مثال 1 افادة 6 141 = ك را ساده کنید. 
1—-sin 0‏ 
حل : افادۀ فوق را به طریق زیر ساده می‌سازیم: 
۰0 0 5112 َ 
SIN 0 5039.‏ ۰ 
cosa ‘tan 0 6070 _ GSC: SAG‏ :0 51۳ 
1-sin” 0 cos a‏ 


511 a -CcOS4 ۰.۰. 00 
ج‎ > = tan 


cos @ 00۹0 


مثال 2: افادة 8 *صها + ۵ کصها 6 کومه + ۸۵ sin” 8 cot”‏ را ساده نمایید. 


حل: 


sin” 8 cot? ۵ + cos Û tan Û + tan” 0 


2 ا‎ 
= sin” 8 ا‎ + cos? 8 0 + tan” ۵ 
sin 8 cos 8 

sin” ۸ + cos 0 =1 


=1+ tan” ۵ 


مثال 3: افاد ( ٥ع‏ +8()1 *1-90) را از جنس 609/8 ارائه کنید. 
حل: 
(1-sin” 8)( + sec” 8)‏ 


1 
cos 8 


= cos 00+ 


(sin a + cOS@)” + (Si 0 — C08@)” =2 مثال 4: ثبوت كنيد که:‎ 


حل: قوس‌های طرف چپ را انکشاف می‌دهیم. 
(sina + cosa)” + (sina cosa)” =2‏ 
cos Q =2‏ + 050 ب0 sin” a + 2sin a cosa + cos” a + sin? 0, — 2 sin‏ 
2sin” a + 2cos? 0: = 2(sin” a +cos? a) = 2۰1=2‏ 
مثال 5: مطابقت زیر را ثبوت کنید. 
sin A4 , 1+4‏ 
1+cos A4 sin A‏ 
sin” 4+1+2cos 4+ 0057 4‏ _ 4 وم +1 sin A‏ 
sind sin ۸01+ cos 4)‏ ۸ وم +1 


- 6 4 


_ sin ۸4+ وم‎ 4+1+ 2609 4  1+1+2cosA4 
91001 + cos 4) sin 4(1 + cos A4) 
2 + 4 201+ cos 4) 


> کے‎ = ٥ 1 = ۸ 
510)1+ cos 4) sin 401+ 605 4) sin 4 


حل: می‌دانیم: 
tan” A < sec” ۸‏ +1 


1+ cot” A4 = csc A4 


1 

2 7 a 
sec” A 2 sin A4 sin A4 

~~ = tan” 4g ڪڪ 4 8 ج‎ )” = tan A4 
csc” A 1 cos” 4 ‘` cOoSA4 

sin” A4 
٤ 1 
را ثبوت کنید.‎ )510 0 + 605 0/()6010: + tan ¢) = + مثال 7: مطابقت‎ 


COS SIn@ 
حل: به جای ,0010 و »141 قیمت‌های آن‌ها را از جنس »0 518 و ,0050 وضع می کنیم.‎ 


1 1 00 6090 
> اد 


(sin 0, + cos ل‎ 


5112 0 COSC 6090 0 


9112 0 0 


cos” a + sin” @ 1 1 
6030 ۰ 00 


(sin 0, + 5 اه‎ 


1 SIn ¢ COSC 1 1 
= > 


(sin 0 + 605 0/(- رح‎ : 5 
sin a ‘COS 910 0 ۰60۵9502 918 0۰6050 ۰. 6080 0 


1 
س 


(sina + cos@)(cota + 120 0/( = ۱ 
cos ۰ 0 


یران 


مثال 8: مطابقت eT‏ وا توت کل 
y‏ 6۵5511 
حل: 


cos(x = y) _ cosxcos y + sin xsin y 
cosxsin y 5 cosxsin y 
_ COSXCOSY | sin xsin y _ 0Y ۳9 
cosxsiny cosxsiny Siny 
= cot y + tan x = tan x + 7 
2 _ tan x — 6 مثال 9. بات‎ 
2 tan x 


.60 - [1 و 
: ا Sin (E‏ 
E‏ 2 ۳ 2 


2 x 2۲ 9106 2و0‎ _ tanx —sin x 


sin 
2 2tan x 2 2tan x 
tan x 
LS ف راست رابطه فوق را ضرت‎ 
۲ ۰ e طرف ر رات ول 1 مرج‎ 
_ tanx 1-cosx _ tanx - tan x cOSX 
tan x 2 2tan x 
in x 
tan x — ( )Jcosx 
2tanx 2 06 
1+ sin x COSX ۲ 
مثال 10: مطابقت 2560 = + وا قوف کت‎ 


COSX 1+sin x 


حل: 


1+ sin cosx _ (l+sin x)” + وم‎ x 
cosx l+sinx cos x(l + sin x) 
_1+2sin x + sin x + cos x 
cos x(l + sin xX) 
N a O 
ت‎ cos x(l + sin x) 5 cos x(l + sin x) 
21+sinx) _ 2 1 


= 2 - ۰ ج 
x) ۰ COSX‏ 511 + 605۲01 


ی 6 2 < 


1- با درنظرداشت روابط اساسی مثلثاتی» رابطة معادل هر سؤال زیر را دریافت کنبد: 


ا ۸-1 b) sec‏ ( 
cos250 cos80‏ 
2- افاده‌های زیر را توسط 8 510 ارائه کنید: 


a) 0۷ cosfB ۱ b) cot 8 
مطابقت‌های مثلثاتی زیر را ثبوت کنید:‎ -3 
0500 tan XxX - COX 
و = | = 2 و‎ 
COt@ + tan tan Xx + ۴ 
SIn 0 + 007 1 tan” x 
= 0 (K~ = 6 
1+ 0050 + 0: 1+ tan x 


0 


معادلات مثلثاتیی 

Trigonometric Equations 
می‌دانیم که 1= 0 6097+ ۵ زو یک مطابقت‎ 
510 0 + 008» =1 چطور نشان داده می توانید که‎ 


یک معادله یا یک مطابقت مثلثاتی است؟ 


لب ايت 


۵ در جدول زیر قيمت‌های 0= 8 1-2518 و 8 6= 2 14۸ +1رابرای قیمت‌های 


زاوی ٧‏ دریافت نمایید: 


8 | 1- م2‎ 6 =0 ۱ 1+ tan” ۶ =sec 0 
0 

30 

60 

90 


به قیمت‌های مختلف زاویةٌ 8 چه رابطه بین 8 ٥7‏ 6= 8 1+217 و 0= 6 2910 -1 وجود دارد. 
٩‏ اا ۵ tan 6 = sec‏ +1 یک مطابقت است با معادله؟ 

٩‏ آیا 0= 0 1-2510 یک معادله است با مطابقت؟ 

از فعالیت بالا تعریف زیر را می‌توان بیان کرد: 

تعویف: آن مساوات مثلثاتی که برای بعضی از قیمت‌های زاوی هر دو طرف مساوات باهم مساوی 
باشند. به نام معادلۀ مثلثاتی یاد می‌شود. 

هر مطابقت مثلناتی یک معادلة مثلثاتی است؛ مگر هر معادلة مثلثاتی مطابقت مثلثاتی شده نمی‌تواند. 

هر معادله مثلثاتی را به کمک یکی از چهار حالت زیر می‌توان حل کرد. 


حالت اول: معادله مثلثاتی: 0 = + × 510 


مثال [1: ست حل معادلة 0= 7-1 2518 را به دست آورید. 


حل: نخست قیمت × 10 را به دست می آوریم. 1 
1 ۰ ِ ۰ 
2sinx =1 2.‏ > 0 - 1 25111 و ۱ 
۳ 0 2 
مقصد از حل این معادله دریافت تمام قوس‌هایی است که 58 آن 
1 س 7 | 
2 است و کوچک‌ترین زاويةٌ آن عبارت از می‌باشد. 
7 1 ۱ 
X= — < 0 = —‏ 910 أ 
r 2‏ 
“i Kl_ &‏ و ا e E‏ 
دایرة مثلشاتی را در نظر گرفته زوایایی را دریافت 
6 - ِ 
¥ 1 7 ین 
می‌کنیم که 0 آن‌ها e xX‏ 
1 1 7 
X= 2 Ut os‏ 
6 6 6 
#۳ 1 
در دایرة مثلثاتی شکل دوم زوایایی را دریافت می کنیم که 91 آن‌ها 7 موف 
1 1 7 
ST 9‏ 9 ۸ 2 0 
6 6 6 


1 : 97 
بنابراين حل معادلة n‏ در دو ست جدا کانه عبارت است از: 
ی مورا 
6 6 6 


4 - «2 7 sr ا‎ 


9 
9 


A4 = لاد‎ ۸ = 2k - kez) 


به صورت عمومی برای هر زاویۀ 0 می‌توان نوشت: 


A4-={xlx=2kr +0 ^ x=1r+2kr-O0 kez} 


@ 


ویا به صورت عمومی می توان نوشت: 3و و0 ۸ OE (= O‏ = 
مثال 2: ست حل‌های معادلة 0= 3- × 251 را به دست آورید. 
حل: = + وزه = 3= × وزو2 


71 TM 
کر‎ 


SA. 
1-؛ پس زاویه‌یی وجود ندارد که 518 آن ا‎ > 910  >1 
00582 + = 0 حالت دوم: معادلهٌ مثلثاتی:‎ 
برای دریافت جواب مناسب معادلهٌ بالا به مثال‌های زیر توجه کنید.‎ 
مثال 1: ست حله معادلة © = 2008-43 وا بے دست را‎ 
حل: از معادلة بالا 7۲ را به دست می آوریم.‎ 
3 
2 609-3 =0 ج‎ 206097 = N3 <<, رو‎ = 
در فاصلةٌ 21 , 0] زاو × را دریافت و بعد رسم می کنیم تا کر ون ویک رین‎ 
7 #۲ 1 
زاویة حاده آن 2 است» ا‎ 


دایرۂ مثلثاتی را درنظر می گیریم و در آن زاویه‌یی را 


7 
۳ 3 


دریافت می کنیم که 99 شود. نت ۳ 
x» 6‏ 
۱ 
i ,47 4+ -‏ ۲ 3 
6 6 6 
برای زاویه‌های منفی داریم: و 4r‏ ^ 2 و ۳ 
6 6 6 
ست حل‌های فوق را قرار ذیل به صورت عمومی می‌نویسیم: ول O Dl A‏ قاط 2 < 35 


4= [1+ = 27+ ۸ > 2k ke 4 


0 


به صورت عمومی برای هر زاوية 0 می‌توان نوشت: 
A={xlx=2kr+0 ^ x=2kr-0, keZzl}‏ 
مثال 2 معادلة 0= 1/2 +2609 در فاصلةً [27 : 0 چند حل دارد. 


حل: 
0= 2 +609 2 
x = 2‏ 609 2 
۷/2 
== 005 
2 
2 1 
چون کو می‌شود؛ بنابرآن یک جذر معادله عبارت است از: ا 


که ست حلۀ آن مساوی است به: ke2|‏ ,2 2= ۸ + 27 =+[ =4 


دیده می‌شود که معادله در فاصلۀ [ 0,27 دو جواب دارد. 


حالت 3: معادلهٌ مثلثاتی: 0 = 0 + × 120 » 

برای دریافت حل عمومی معادله بالا به مثال‌های زیر توجه کنید. 
متال 1 ادا 0 (ل ۱۸۱ ال 

حل: از معادلۂ بالاء × 120 را به دست می‌آوریم: 3 ۵۸ 


7 7 ۳ ۰ 
حالا در فاصلة (_ , > -) زاویه را جستح نیم که ۱ × 1۱ مىش آن زاویه -- 
در 2 2 ) زاوي را جستجو می کنیم می‌شود و E‏ 


: 7 
یا 60 می‌باشد؛ بنابراین معادلۀ بالا به صورت 3 lan x = tan‏ در می‌آید. 


ج 


ست‌های فوق را به صورت عمومی می‌توان نوشت: 
kez)‏ + و2 م ده 


و یا به صورت عمومی برای هر زاویۀ 0 می‌توان نوشت: 
A={xlx=kr+0,keZz}‏ 


حل: کک سب - {an XxX‏ 


ست حل معادله 4=[sx=kr+ , kez|‏ 


CDI tan (2x) - tan( + 7) 1 10 3 شا‎ 


r 7 7 r 
]210) 26 - -( < 1 کح ره ا کے‎ = 7 ۳)0 = 
an(2x an(x 1 Xx 7 7۲ + 2 


E 
3 4 12 


به جای > اعداد صحیح را قرار می‌دهیم تا زوایایی که زاویه و نسبت‌شان در فاصله [ 27 , 0] 
شامل باشند به دست بیاید. 


یا به صورت عموم ست حله‌های معادلهة فوق عبارت است از: [sx =k +, ez)‏ =4 


7 


حالت 4: معادله مثلثاتی: 0 = 0 +60 » 

برای دریافت حل عمومی معادلهٌ بالا به مثال‌های زیر توجه کنید. 
مثال 1: معادلة 0012-10 را حل نمایید. 

حل: 


cotx—1=0 
13 
COX =1 کت‎ << 
4 


Art‏ ا 
4 4 4 


RL E و‎ 
4 4 4 


EEG yT 
4 4 4 


۳ + م5 + ود + = رگ 
4 4 4 
4=[xx=kr+ k++, kez!‏ 
A={xlx=kr +0 kez}‏ 
مثال 2: حل معادلا 0017 = 60037 را به دست آورید. 


ل هت و یر و 2-27۲ << 7 + 3-167 << OOS‏ -< 00132 


ر 


ست حل‌های عمومی هر یک از معادلات زیر را دریافت نمایید. 


a) 36092 + 5 <0 b) tan x= 3 


@ 


معادلات مثلئاتی در جه دوم 
در درس گذشته معادله‌های سادة مثلشاتی را حل 
کرد یم. حال معادله‌های درجه دوم مثلثاتی را مطالعه 
نما او مقا عیارت از aa?‏ 
ی . شکل موم ماد ی رت ار: = zoos x‏ جوم آووو 2+۵ 
d‏ = ۲609 و + asin” x + bcos” x‏ است : 


که 4,(,ع‌و 4 اعداد ثابت اند. 


مثال 1: معادل 0 = 1+ × 5510 - ۲ "طزو6 را حل می کنیم. 
حل: در معادلة فوق ۲ 518 را به تعویض می کنیم: 
1=0 روت ری 
(4)6(0- ”)5-( ۸ > ۸-46 
1 2 ۱ ۸ 


1 6 5+1 از رد 
J23 o ۰ Jh” 12 7‏ 

اد _ اک9 
0 ۱ 

پس می‌توانیم بنویسیم که: 
و 0 
6 2 

Xx =19° 0"‏ جک = رر = + ماو 


1 
بدین ترتیب برای <= 510 کوچک‌ترین زاویه رادیان است. ست حل عمومی آن: 
kez‏ کا 
x = (2k + 1(‏ 


ویا می‌توان نوشت: ار اکن xı =n 1(1) 0 > 2 E‏ 


© 


1 : 
به همین ترتیب برای = 50 کوچکک‌ترین زاویه از روی جدول عبارت از "0 19 است. 


۳ 
پس کوچک‌ترین زاویه‌یی که ساین آن ‏ باشد عبارت است از 30 19 با rad‏ 1 


می‌باشد. 
ل Xx = 2kr‏ 
kez‏ =4 


Ea 
120 


مثال 2: ست حلة معادلة 0 = × 518 +0092 را دریافت كنيد. 


حل: می‌دانیم که =1—-2sin” x‏ 60927 است؛ بنابر آن می توانیم بنویسیم که: 
1-2sin” x +sin x =0‏ 


2sin” x—-sinx—1 =0 


ه رگاه در معادلهٌ بالا × ٥1ء‏ = ر وضع نماییم خواهیم داشت. 


0= سا ج ار 2 
1 


2 +1210 رل کڪ‎ 1 TS 


21 رز ج- 10 J)‏ 
با در نظرداشت تعوبضی که برای × 0و = ر در بالا در نظر گرفته بودیم و برای قیمت‌های 


به ک9 ات داریم. 


E 1‏ 
بدین ترتیب برای E‏ زوایایی«خوردترین قوس» را دریافت می کنیم که 7 0 ان 


1 7 
مساوی به ِ- شود و آن عبارت است. 


7 2 
2 و جر ار 0۲1۱۵۶ 
7 
17 1 : 
مر هد --- 5108 
6 2 
ی 
2 2 
,+6 ,2+ 4 مدا -یه 


ار کد + 27 = 5+ »| 


مثال 3: 0= × s11‏ ۲-۷2 "م2 
حل: 
sin x(2sin ۲-۰2 (0‏ 
x =0‏ > 20 510 
2sin ۶-۰2 =0‏ 
2sin x = 2‏ 


7 2 
بت <رر کے سے = رر وا 
4 2 


A4 = 0°, Eg Zs E و‎ CU U 
4 


7 7 7 7 
- 77 ,27 + -,7۲ ۳ 


چ ر 


ست حلۀ معادلات مثلثاتی زیر را دریافت کنید. 


cos 2x + 1= 25in 7 e 
36097 7+2 6097-5-0 - 2 


sin ۲ - 01-3 هلو(‎ ۲۰609 3 cos ۲-0-3 


3 


سیستم معادلات دو مجهولة مثلثاتیی 


در درس‌های گذشته. سیستم معادلات الجبری y = a‏ زو 4ج ۷320 
ده توانیم؟ 

حل کرده می‌توانیم ogy = a‏ ید ۴۵۵ 

بو بت رز ج ۳ 


سیستم معادلات دو مجهولهة مثلثاتی را در شش نوع حل کرده می‌توانیم: 
نوع اول: این نوع از هشت سیستم معادلات زیر تکل سا 
sin x ۶ 510 y = a coSXx 605 = 0‏ 
E‏ 
طوری که 4 عدد ثابت و » قوس یا زاوية معلوم بوده و قوس‌ها یا زوایای مجهول اند. 
یکی از این سیستم‌ها را حل می‌نماییم؛ مثال: 
اا م ی ك ۳ 
1 ممنوومه‌مومون 66 ک ۱ب و 


قیمت معادلةٌ را بر حسب فورمول‌های ضرب چنین می‌نویسیم. 


تبصوه: طرف راست معادلۂ فوق از مثبت یک کو چک تر و از منفی یک بز رگ تر باشد؛ 


یعنی- از 


وزو 2 
2 


اطراف غیر تساوی فوق را مربع می‌سازيم : 1 > 


Ga 
4sin — 
2 
: a 0 
4107 — ۱ ۰1:10 
2 0 
4sin? 
2 
da 
CA — 
2 
0 
که‎ -4sin > 0 


sin x + sin y =1 


+ 


حل: درسیستم فوق 1< @ و = می‌باشد. می‌بینیم که آیا شرط داده شده به حل سیستم 


o 
و 0 را در رابطة فوق قرار می‌دهیم:‎ ٩ صدق می کند یانه؟ 0 ک 1۸ء4 - 4 قیمت‎ 


0 
1-4sin? 2 > 0 ۱- 45in > 0 


27 
0 ۱-260 جع ۱-42 > )۱-4 
لهذا سیستم قابل حل است. در معادلة اول طرف چپ را به کمک فورمول‌های تحویل(ضرب) تغییر 
yV ۲‏ ا 
شکل می‌دهیم. از = cos‏ 5 مرو 2 
FNM 7‏ 
حا < ۳ 30 ااستن << ی ۱ 
جوا 2 J‏ چب 4 2 می سو 
2sin —cos |‏ 
2 4 
EE‏ 
27 2 2 
- مر . ۲ ز 
cos < . 5 008 < 609 -‏ 
4 و 
xy 7r 77‏ 
> 0 2 
2 ِ 4 2 


11 
/ ۱ و( 
2 ا 
7 
II‏ مدومن که 5 (7 سك ور 
2 
77 27 . ۶ 
ست < 2 << - 2 ڪڪ کے الا کے ]و << 
2 2 2 ك 
ي 7 2 
قیمت × را در معادلۀ اول قرار داده قیمت ‏ رابه دست میآوریم: 2 < <27 ”ر <( 
0= 7 


نوع دوم: این نوع از شش سیستم معادلات زیر تشکیل شده است. 
0 < 1 1 2 0 < 1 1 2 0 < 7 2 2 
xX ‘COSY = 0 511 x ۰510 yJ = a COSX ‘COSY = 0‏ 510 


طوری که 4 عدد ثابت و » قوس يا زاویۀ معلوم» و قوس یا زوایای مجهول می‌باشند. 
0 0 
شرط حل سیستم عبارت است از: sin‏ که گم 6097 - 


حل: در سیستم فوق 1= ۰ 7 = 0 می‌باشد. شرط امکان حل این معادلات عبارت است از: 


0 O 
- 009 5 a S sin 


2 
می‌دانیم: 0= 2و - = cos‏ 
1 وه توزو 
2 
نظر به شرط حل سیستم می توان نوشت: اه که کر تووو - 
s1‏ > 0 


لذا سیستم قابل حل است. طرف چپ معادلهٌ 17 نظر به فورمول‌های تحویل این شکل را دارد: 
y = 605) - y) - cos(x + y)‏ 510 2 510 2 


چون: 1= 7 ۲510 510 است. 


@ 


cos(x - y) —cos(x + y) =2 E 
6092 - ( - 0057 = 2 چون: 7 < + ×است؛ بنایرآن:‎ 
005) = ( - )-1( - 2 << 6059) -( +۲1 < 2 چون : 1- = 6097 است؛ پس:‎ 
<< 00502 - ( < 2-1 < 005) - (<1 
605) - y) = 0" 


۸ ۷ - ۱ < ۰ 


از معادلة اول قیمت را دریافت می کنیم: ۲ 2 < ۲ - ۲ ۲ << 7 ک ار 2 
۲ 
ي 
نوع سوم این نوع از چهار سیستم معاد لات زیر تشک شده ا 
 < 0 2۶ 2  < 0‏ 2 :2 
x COSX‏ 9110 
a = 0‏ = 3 
sin y cosy‏ 


زاویۀ معلوم» 4 عدد معلوم» و 1 قوس یا زوایای مجهول اند. 
مثال 3 معادلة زیر را حل کنید. 


| د۱ 


< 1 ۲ بل 
_ 5107 

sin y 
حل: دیده می‌شود که این سیستم به نوع سوم مربوط است؛ پس آن را به طرز زیر حل می کنیم:‎ 
در معادلةٌ دوم نظر به خواص تناسب اگر صورت ومخرج را جمع کرده در مخرج بنویسیم و‎ 
ازصورت» مخرج را تفریق کرده در صورت قرار دهیم» باز هم یک تناسب به دست می آید.‎ 
sinx -siny 3-1 
sinx + siny 3ہ‎ + 


sin x + sin y = 2sin cos > و‎ sin - sin y = 2 ومع‎ sin قیمت‌های سرد‎ 
را به جای آن‌ها قرار می‌دهیم.‎ 

3-1 وله گت ومه 2 

sin Zoos 3+1 


ag AFB‏ ا 


7 ۳ 
۵ = رر + × است؛ بنایرآن کس = = cot‏ 
۱ ۰ ۲ 2 اجو 2 
چون 00۱-1 است؛ پس معادله شکل زیر را به خود می گیرد. 
=3 ک3 
tan >‏ 
اج3 2 
۱ 1- 3 
نظر به فورمول‌های جمع و تفریق می‌توانیم بنویسیم: tan15‏ = 29 
ا tan‏ 
< 30 < رز  -‏ 
ا 
2 
Ee‏ 
6 
E‏ 
6 26 
a‏ 
3 12 
قیمت Xx‏ را در یکی از معادله‌ها وضع می کنیم؛ ؟ سیس قیمت « رابه دست می‌آوریم. 
2 2 
TT 6‏ 
۲ - 27 ۲ ۲ 
6 6 3 
a‏ 
E‏ 


نوع چهارم: این نوع از چهار سیستم معادلات زیر تشکیل شده است: 


2] -  < 0 2۶ 2 ز‎ < 0 
tan x + tan y = a cotx 1 0601] y = 0 


طوری که » زاوبه و ٩‏ عدد معلوم است. × و 7 قوس‌ها با زوایای مجهول اند. 
شرط حل سیستم معادلات فوق عبارت است از: 0 < ,406010 +4- ۾ 


0 


ع رر رز 
3 
tan x - tan y = 23‏ 
Zz ۲‏ 7 
حل: معادلۀ اول را این گونه می‌نویسیم: رن 
با استفاده از فورمول‌های طرحء قیمت طرف چپ معادله را می‌نویسیم: 
tan x — tan y‏ 0 
tan x‘ tan y‏ + 1 
tanx ~tany _‏ 
tan x ‘tan y‏ + 1 
اکنون به جای ‏ 20] - 1202 قیمت آن )2ا در معادلۀ بالا وضع می کنیم: 
2 
۰ 
tan x‘ 2‏ +1 
اطراف را بطة فوق را تقسیم ۷/3 می‌نماييم. 
1 7 


1+ tan x۰ tan y 

=1+tanx-tan y = -2 > tan x‘ tan y = —3 
tan x :tany = 3.............. I 

8 


قیمت 207]را از معادله 11 این سیستم به دست آورده در معادلةً 1 قرار می‌دهیم. 
tan x --2-3 + tan y‏ 
tan y) tan y = -3‏ + 2.3( 
tan” y— 2.3 tan y +3 =0‏ 


(tan y- </3) =0 > بزهها‎ 3 20 > tan ر‎ = N3 رھ‎ 


با درنظر داشت قیمت ر قیمت × رااز معادلۀ 1 به دست می آوریم. 
tan x‘ tan yJ = —3‏ 


-3 3۷3 _ “3 


100۲۰۰3 =-3 > tan x = ج‎ 


8 3 


0 


= + د دلب د 


نوع پنجم: این نوع معادلات» از دو سیستم معادلات زیر تشکیل شده است: 
 < 0‏ 1 2 
E‏ 
طوری که 0 زاويةٌ معلوم» 4 عدد معلوم» × و 7« زوایا یا قوس‌های مجهول اند. 


۲ 


شرط امکان حل سیستم فوق عبارت از 1> ,6090 


04 


7 

xX+ y= 7— 
9 

tan x ‘tan y = 0 


دیده می شود که این سیستم» مربوط نوع پنجم است و آن را طور زیر حل می‌نماييم. 


sinx.sin y 
tan x. tan J = 
COSX.COSY 
Sa. 1 
sinxsin y = ج‎ 050 — y)(-CcOSx + Y) ........ I می‌دانیم:‎ 
COSX COSY = 7 {cos(x — y( + 609) + [ E II 
yT 
tanx. tan y = قيمت‌ها را در جایش قرار می‌دهیم:‎ 
[(ر + )و60 +( - ار‎ 
اکترن بیت ر + × را از معادله  به جایش قرار می‌دهیم.‎ 
60502 - y) - 5 i 
tan x ۰ tan 7 = 0 


60502 = (+ ۹7 
cos(x = y)— 7 


=0 
cos(x - y) + cos 


0 


برای این که کسر صفر شود باید صورتش صفر باشده یعنی: 0- ۵097 = (ر = 90۵۲ 


۵ 


۰ 71 
م و 9 است؛ پس: 
۷3 


با( 
Sr‏ ۷3 
Co TS‏ و 


لذا چنین سیستم به دست می آید: 


7 
الدید X-y=5—‏ 
7 
لالب < Ey‏ 
ِِ" 
7ب« 
6 
E >‏ سر 
12 6 


قیمت را در معادلهً آقرار داده قیمت زرا به دست می آوریم: 


نوع ششم : ان نوع از دو سیستم معادلات زیر تکار شده است: 
0 < ۷ 1 2 


tan Xx 
< 0 


tan y 
اک رم‎ 


شرط امکان حل عبارت است از : 1< sina‏ 
E‏ 


-1 > 


مثال 6 : 


نظر به خواص تناسب در معادلهٌ 1[ اگر صورت ومخرج را جمع کرده در مخرج بنویسیم و 
از صورت مخرج را تفریق کرده در صورت قرار دهیم بازهم یک تناسب به دست می آید. 
_ ار ۱ ۱ 

tan x + tany —3+1 


sİin(x - y) 

COSXCOSY _ Sin(x — y) 
sin(x + y) sin(x + y) 

COS X COS Y 


( - )5110 = (بز + )2510 ج 


چون << است. لذا 


y) = sin 1‏ + )و2 


ِِ- اب + 91026 
gg‏ 
کوچک‌ترین قوس مثبتی که این معادله را صدق می کند عبارت است از: < لذا: 
ےکر + 
6 
۱۹ 
و 


1 
[....- < رز + زر 
1 
آ.....-< ‏ - زر 
2 ِ 
2 6 
۱ 
6 6 
۶ 47 
<< مر 
3 1 
قیمت ترا در معادلهة 1 قرار داده قیمت را به دست می‌آوریم. 
ما۳ کے بت << رز ا 2 ر 
E 0‏ 
سك" 7 - 7۲ 
6 6 7 
2 
e‏ 
سیستم‌های معاد لات مثلثاتی زیر را حل نمایید. 
۱ 7 
- رو +دیز 
3 و 3 a)‏ 
tan x + tan y =1 E‏ 
COSX‏ 


نکات مهم ذ 
6 6 6 6 ۵ 6 ۵ 6 ۵ 6 9 6 6 6 و , 
قانون ساین: در هر مثلث کیفی 8€ 4. بین اضلاع و زوایای مثلث مذ كور رابطه زیر وجود 
دارد: 
sin 4 _sinB _sinC‏ 
b c‏ 0 
رابطة فوق به نام قانون ساین یاد می‌شود. 
۸ 
قانون کوساین: در مثلث اختیاری 48€ که طول اضلاع آن را با 0 و » نشان داده اند؛ 
بین اضلاع و زوایای مثلث روابط زیر وجود دارند. 
a” = b” +c” -2bc cos A4‏ 
b” - a” +c” -2ac cOSB‏ 
c” = a” +b” -2ab cosC‏ 
روابط فوق به نام قانون کوساین یاد می‌شود. 
۸ 
قانون تانجنت: در مثلث اختیاری 48€ که طول اضلاع آن به ۵ و 6 نمایش داده شده 


است» بین اضلاع و زوایای مثلث روابط زیر وجود دارند. 


مطابقت‌های مثلثاتی: مساوات‌های مثلشاتی که برای تمام قیمت‌های زاویه. هر دو طرف 
مساوات باهم مساوی شوند. به نام مطابقت‌های مثلثاتی یاد می‌شود. 

معادلة مثلثاتی: مساوات مثلثاتی که برای بعضی از قیمت‌های زاوبه هر دو طرف مساوات 
مساوی باشند به نام معادلۀ مثلئاتی یاد می‌شود. 


سیستم معادلات مثلثاتی 
معادلات مثلثاتی شش نوع می‌باشد. 


0۷ 


نوع اول: 


sin x sin y = 0 6052 1 605 = a 
2 1 7 < 0 2 1 1 < 0 

نوع دوم: 
 < 0 ۶ 2  < 0 2 1  < 0‏ 2 2 
xX ‘COSY = 0 Sin x ۰510 yJ = a COSX ‘COSY = 0‏ 910 

نوع سوم: 
 < 0‏ 1 2 0 < 1 1 27 
x COSX‏ 911 

0 = دس 
y cOSy‏ 910 
نوع چهارم: 

27 1  < 0 27 1  < 0 
tan x + tan Xx = a cotx Fcoty = 0 

ر 
 < 0‏ 1 2 
tan x ۰ tan y = a‏ 

نوع ششم: 
 < 0‏ 1 2 
tan x‏ 
tan y‏ 


۸ ر ر 
سوژالات زیر را به دقت بخوانید» برای هر سوال چهار جواب داده شده است» جواب درست را 


دریافت و دور آن حلقه نمایید. 
1- 20 < ۸ زاویه بین ضلع -< ر و c= cm‏ می‌باشد. اندازهٌ ضلع ٩‏ عبارت است از : 


a) 16.4cm b) 16cm c) 15.9cm d) 4.176cm 
اگر 9-9۳ و 57 =0 و 21/۶ واف اندار: زاره کا عارت است از:‎ 2 
a) 28.5 b) 4 2 d) 28 
-اگر "۸26 , 22° = 8 و 25 0 باشد. اندازة ضلع 0 عبارت است از:‎ 3 
a) 0 b) 2.52 ft c) 9ft d) -9.5ft 
-ناحبةً قیمت‌های تابع 560 ۵۲۲ = × عبارت است از:‎ 4 
a) IR b) IR c) IR- {0} d) IR 
-مطابقت مثلثاتی (×008 - 2 560) 96602 مساوی است به:‎ 5 
a) 7۲ Db) c) cotx d) tan x 
tan x 
سؤالات زیر را حل نمایید:‎ 


1-هرگاه اندازة "30 = 4 بین ضلع †/ 8 = » و 5 = ۵ باشد اندازة ضلع 2 و € 811 را دریافت کنید. 
2-اگر در یک مثلث اندازة سه ضلع آن  < 50171, ۵ = cm‏ و =10c™‏ -‌ داده شده باشد اندازۂ 
زاوی ۸و 8 که مقابل ضلع 0 قرار دارد چند است ؟ 

3- در مثلث 48€ 8 
دریافت کنید. 

4 دو کشتی از یک نقطۀ ۸ به دو جهت مختلف طوری به حر کت ِ 
تا زار ہین مسر حر تس 30 الستہ گر بعد از ہک 7 3 
ساعت کشتی اول 40km‏ و کشتی ر 60km‏ مسافت رای 2 
کرده باشد؛ فاصله بین دو کشتی چند است؟ ۸ ^ 301 


C 
و اندازۀ زاویه 30 = 4 داده شده باشد. اندازه زاویة 8و € را‎ 


bkin 


5- 8 امه رااز جنس 8 S11‏ و 0088 افاده کنید. 


@ 


6- مطابقت‌های مثلثاتی زیر را بوت کنید: 
_ 1-0092 

1+cos24 
1—cos A4 + cos B —cos(4 + B) 
1+ cos 4—cos B - 0504+ B) 


b) tan” ۸ 


d) O 
2 


o o 1 
£) cosa cos(6 0-a )cos(60+ @) = 30: 


7 افاده‌های مثلئاتی زیر را ساده نمایبد: 
a + 00‏ "لو 1-2 b)‏ 


d) (cos x +2sin xcosx — sin” x)? 


sin 24 


4 وه 
4 +1 


c) tan 24+ 001 A4 = 24 


cos A 4 
e) E 
2tan15° 
a 
1-0 15 


c) cos4x + 2sin” 2x 


8 - آیا مساوات × 518 + 26052 = :005 - × "25171 یک مطابقت مغلغاتی است با یک معادلة 


مثلثاتی؟ با دلیل واضح سازید. 
9- معادلات مثلثاتی زیر را حل کنبد: 
b) tan” ۲-4 20 7+3 =0‏ 
sin x =1‏ 3ہ d) cosx—‏ 


۳ 9111) + y) = 605) - y) 
tan x - tan y =1 


a) cos x+cos“ x =0 


c) 4605 -2 =0 


e) cos x +3sinx-COSX 2-1 


tan x + tan y =1 


COSXCOS J = 
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و شمانگ 1 2 
تصویری از اقلیدس شانگذار 


دوتعدی و سه‌نعدی. 


مفاهیم اساسی و کسیوم ها 
بررسی مفاهیم هندسه اقلیدس را در دو بعد» 


هندسة مسطح و در سه بعد» هندسة فضایی 


لفات 


۵ در مورد مفاهیم مانند اصطلاحات اولیه. دلیل برهان وقضیه فکر کنید باهم جر و بحث نمایید بعد 
آن‌ها را بیان کنید. 

بعد از انجام فعالیت فوق تعریف‌های زیر را می‌توان بیان کرد: 

اصطلاحات اولیه ۳05]012]65: مفاهیمی که بدون تعریف قبول می شوند به نام اصطلاحات اولیه یاد 

می‌شوند. مانند نقطه» خط. مستوی و فضا. 

دلیل و برهان 13625017 1081621 عمل ذهنی‌یی را برهان می‌نامند که از یک سلسله گزارش‌های 

ثبلی درست. به گزارش بعدی می‌رسد؛ که درستی آن‌ها را یر اساس آنچه که پبشتر پذیرفته شده اسه 

می‌توان قبول کرد. 

قضیه 16017010 ادعای که درستی آن نیازمند برهان باشد. قضیه نامیده می‌شود. 

نقطه: نقطه را به صورت مفهوم ذهنی می‌شناسیم و به قسم یک اصطلاح اولیه(تعریف ناشده) قبول می کنیم. 

خط مستقیم: تار کش شده کنار میز» تیغاً خط کش مفهوم خط را ارائه می‌نماید. از دو نقطة داده شده 

تنها وتنها یک خط مستقیم می گذرد و خط مستقیم را به صورت یک اصطلاح اولیه (تعریف ناشده) قبول 

می‌نمايم. 

کسیوم‌های خط 

اصل اول: دو نقطةٌ مشخص تنها وتنها یک خط مستقیم را مشخص می‌نماید. 

اصل دوم: هر خط مستقیم حداقل دارای دو نقطةٌ مشخص است وحداقل سه نقط وجود دارد که بر یک 

خط مستقیم واقع نیستند. 

اصل سوم: بین هر دو نقطة یک خط مستقیم می‌توان نقطة مشخصی را به دست آورد. 

مستوی: سطح آب ساکن» سطح تختۀ صنف. مفهوم مستوی را ارائه می‌نماید. و مستوی را به صورت 

یک اصطلاح اولیةٌ تعریف نا شده قبول می کنیم. 

اصل اول: در هر مستوی کم از کم سه نقطه وجود دارد که به امتداد بک خط مستقیم واقع نباشد. 

اصل دوم: از سه نقطۀ که به استقامت یک مستقیم نباشد یک مستوی می گذرد. 


0 


اصل سوم: اگر دو نقطة یک خط مستقیم در یک مستوی باشد» این خط شامل مستوی است. 

در هندسه مسطح ضرورت به رسم مستوی نیست؛ زیرا تمام اشکال به روی کاغذ وبا تختهٌ چوبی نشان 
داده می‌شود؛ ولی در هندسة فضایی ضرورت به رسم مستوی است؛ زیرا تعداد مستوی‌ها یکی نه؛ بلکه 
زیاد می‌باشند. در هندسه فضایی به طور معمول مستوی را توسط متوازی الاضلاع» مستطیل و یا یک سطح 
هموار نشان می‌دهند که در یک کنج آن یک حرف را می‌نویسند. 


2 ۸ ۸ 1 
۱ ۱ 
> ا ۳ ٩ B‏ 5 
1 
( ۱/۱ 
مستوی نیست مستوی محدود مستوی نا محدود 


مستوی‌های که در شکل نشان داده شده‌اند به همین وسعت نبوده؛ بلکه تا لابتناهی امتداد دارند و اینکه در 
یک شکل توسط مستطیل یا متوازی‌الاضلاع و غیره نشان داده می‌شود. آن مستوی متوازی‌الاضلاع نبوده 
بلکه نمایشی از سطح هموار است. 

تمام علامه‌های که در هندسه مسطحه و به صورت عمومی در ریاضی استعمال می گردد در هندسه فضایی 
نیز استعمال می‌شود . 

اکسیوم‌های که در هندسۀ مسطح موجود اند. در هندسةٌ فضایی نیز از آن‌ها استفاده می‌شود. 

در هندسة فضایی اکسیوم‌های مخصوص فضا نیز وجود دارد» که در زیر بیان می‌شوند: 

ا کسیوم اول مستوی: خط مستقیمی که دو نقطةٌ مختلف شامل یک مستوی را وصل می کند. خط 
شامل همان مستوی است. 

اکسیوم دوم مستوی: از سه نقطه‌یی که بالای یک مستقیم واقع نباشنده تنها یک مستوی می گذرد. 
اکسیوم مستوی‌های متقاطع: اگر دو مستوی یک نقطهٌ مشت رک داشته باشند در این صورت آن‌ها 
یک خط مستقیم مشت رک دارند که این خط مستقیم را فصل مشت رک دو مستوی می‌نامند. 

فضا: فضا را نیز یک اصطلاح اولیه (تعریف ناشده) قبول می‌نماييم. 

اصل اول: فضا مجموعۀ لابتناهی از نقاط است. 

اصل دوم: کم از کم چهار نقطه از فضا دریک مستوی واقع نیست. 


1 -واضح سازید که چرا میز سه پایه نسبت به میز چهار پایه استوارتر است. 
3 -از سه نقطه چند مستوی عبور خواهد نمود که هر سه نقطه شامل آن باشد. 
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خط و مستوی در فضای سه‌بعدی 
دو قلم و دو کتاب و یک کتاب ویک قلم در 
فضا دارای کدام حالات می‌باشند؟ 


فضایی سه‌بعدی: فضایی که در آن زنده گی می کنیم فضای سه بُعدی است. 

فضای سه بُعدی یکی از مفاهیم اولیة تعریف ناشده می‌باشد. 

فضاء مجموعه‌یی از نقاط است. خط و مستوی نیز به‌ترتیب دارای یک بعد و دو بعد می‌باشند و 
هریک جزئی از ست فضا می‌باشند. 

اوضاع نسبی یک خط مستقیم و یک مستوی 

یک خط مستقیم با یک مستوی دارای سه حالت زیر می‌باشند. 

1 -هر گاه یک خط مستقیم با یک مستوی یک نقطةٌ مشت رک داشته باشنده این خط مستقیم و 


مستوی متقاطع می‌باشند. ۵ 
طور مثال: خط مستقیم ۸ مستوی 0 را در نقطة 0 قطع کرده است. , 


2 -هرگاه یک خط مستقیم با یک مستوی دو ویا زیادتر از دو نقطۀ مشت رک داشته باشند» این 
خط مستقیم منطبق با مستوی می‌باشد. به عبارت دیگر مستوی مذ کوره این خط مستقیم را در بر 
دارد و یا که این خط مستقیم در مستوی شامل است؛ طور مثال: خط مستقیم 4 در مستوی ص شامل 


اس 


3 -اگر یک خط مستقیم با یک مستوی کدام نقطة مشت رک نداشته باشد این مستوی و خط 


۳4 1 


اوضاع نسیی دو خط مستقیم با یکد یکر 
ه رگاه دو خط مستقیم دریک مستوی قرار گیرند. خطوط مذ کور هم مستوی نامیده شده و یکی از 


وضعیت‌های زير را دارا می‌باشند: 


1 دو خط مستقیم دریک مستوی موازی نامیده می‌شوند که هیچ نقطة مشتر کے نداشته باشند. 


و دو خط مستقیم در یک مستوی که دارای یک نقطة مشت رک باشند مستقیم متقاطع گفته 


مىشوند . سم 


ي 
۹ / 

/ 

۳ ك 


3 دو خط مستقیم که هم مستوی نبوده و هم دارای کدام نقطةٌ مشت رک نباشند خطوط یساری ويا 
متنافر نامیده می‌شوند. 


اوضاع نسبی دو مستوی 
به صورت عمومی دو مستوی با همدیگر در فضا دارای سه وضعیت زیر می‌باشند: 


© 


1 - منطبق: هر گاه دو مستوی حد اقل سه نقطۀ مشت رک 
داشته باشند که به امتداد یک خط مستقیم واقع نباشند» 
مستوی‌ها با هم منطبق گفته می‌شوند؛ طور مثال: دو مستوی هم 
2 و ا 

2 -متقاطع: ه رگاه دو مستوی یک خط مستقیم مشت رک داشته باشند متقاطع گفته می‌شوند. این 
خط مستقیم کف ال افا مت کف دی 7ف کر 


e‏ 1 حح 
/ 
/ 


3-موازی: هر گاه دو مستوی در فضا هیچ نقطة مشت ر کک نداشته باشند با هم موازی اند؛ طور مثال 


دو مستوی ‏ و 8 ۹ 


اا لیت 


9 از یک نقطه در فضاء چند خط مستقیم می گذرد؟ 
۰ از یک نقطه چند مستوی می گذرد؟ 

* از دو نقطه چند خط مستقیم می گذرد؟ 

۰ از دو نقطه چند مستوی می گذرد؟ 


۰ از سه نقطه چند مستوی می گذرد که هر سه نقطه شامل آن باشند. 
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رین 


2-اگر خط مستقیم ۸ در مستوی ‏ واقع نباشد خط مستقیم ۸ مستوی م را در چند نقطه قطع 
خواهد نمود ؟ 

3-اگر خط مستقیم 8 و مستوی ‏ دو نقطة مشت رک ۸4و ٭داشته باشند» آیا خط مستقیم 
8 در مستوی «رواقع است؟ 

4 نقاط 8,4 و بر روی مستوی ۶ قرار دارند و هم نقاط B4‏ و ب) بر روی مستوی 8 


قرار دارند» مستوی ۶ و 7 با هم چه ارتباط دارند؟ 


خطوط مستقیم موازی در فضا 


تعریف: دو خط مستقیم که در یک مستوی واقع بوده و هیچ نقطه مشتر ک 

ند اشته باشند» موازی نامیده می شوند. 

اکسیوم موازات: از یک نقطةٌ خارج یک خط مستقیم تنها و تنها یک خط مستقیم موازی به 
این خط مستقیم رسم کرده می‌توانیم و بس. 


اد یت 


* نقطة ۸و مستوی 0 وخط مستقیم ,4 که نقطهٌ ۸ بالای آن نباشد در نظر بگیرید. 

۵ از نقطةٌ ۸ وخط مستقیم ‏ چند مستوی را عبور داده می توانیم؟ چرا؟ 

از فعالیت فوق متن قضیه و بوت آن را بیان می‌نماييم. 

قضیه: از یک نقطۂ خارج یک خط مستقیم تنها یک خط مستقیم موازی به آن رسم نموده 
E‏ 

ثبوت: از نقطة ۸ و خط مستقیم ,4 تنها یک مستوی 0 عبور 


| .| 
۹ ۱ ۱ 4 
می ید چرا / 1 ۳۹ / / 
حالا از نقطة ۸ تنها خط مستقیم و4 راموازی به خط مستقیم . / 1 ۷ 2 
dı ۲‏ : ۹ 


dı‏ در مستوی 0 رسم نموده می‌توانیم. 


ال مایت 


۰ آیا خطوط مستفیم ۱ و ر یک مستوی دیگر را تعیین کرده می‌توانید چرا؟ 


خواهد کرد؟ 
0 


٩‏ _آیادو مستوی یکدیگر خود را به امتداد یک خط مستقیم قطع کرده می توانده چرا ؟ 

بعد از انجام فعالیت‌های فوق متن قضیه و ثبوت آن را بیان می‌نماييم. 

قضیه: هرگاه دو خط مستقیم موازی باشند و یک مستوی یکی از آن‌ها ها را قطع کند دیگرش را 
نیز قطع می‌نماید. 

ثبوت: 

مستقیم‌های ,4 و رك که در مستوی 0) قرار ب- 

دارند باهم موازی اند؛ اگر مستوی ۴ خط مستقیم ۱ 
4 را در نقطة ۸ قطع نماید مستوی مذ کور خط 
مستقیم رل را نیز در یک نقطه‌یی مانند 8 قطع 
خواهد نمود» نظر به تعریف. مستقیم‌های موازی 
و ر یک مستوی 2) را تعیین می‌نماید. 
مستوی‌های 0 و 00 یک نقطةٌ مشت رک ۸ دارند. 
اگر دو مستوی یکدیگر خود را دریک نقطۂ قطع 
نمایند» آن هایکدیگر خود را به امتداد یک خط مستقیم قطع می‌نمایند؛ بناب ر آن خط مستقیم رك را 
در نقطهٌ مانند 8 قطع می‌نماید؛ زیرا یک خط مستقیم در یک مستوی‌بی که یکی از دو خط 


موازی را قطع نماید دیگرش را نیز قطع می‌نماید. 


ان 


1 - هرگاه دو خط مستقیم به یک خط مستقیم سومی موازی باشند» ثبوت کنید که خطوط 


مستقیم مذ کور بین خود نیز موازی می‌باشند. 

2 -اگر مستوی‌های و ۴ باهم موازی وخط ,ا در مستوی 7 وخط مستقیم ر1 در مستوی ۴ 
واقع باشند آیا بط // یط است. 

3-اگر مستوی ٤‏ و ۴ متقاطع و مستوی 0 هر دوی آن‌ها را قطع نماید. آیا فصل مشترک ٤‏ و ۳ 
با فصل مشترک ٤‏ و 0 و فصل مشترک و 0 موازی است؟ 
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زاویه بین دو خط مستقیم در فضا 
هرگاه جهت دوران زاویه» خلاف عقربۀ ساعت 
باشد» زاویه مثبت و اگر هم جهت عقرب؛ ساعت 


باشد زاویه‌بی که تشکیل می‌شود منفی است. 


لد یت 


SS 
بالای ضلع ۲ و 0۱۳ دو قطعه کل مساوی 0۸4 و 0۸ و بالای 0۲ و ۲" دو قطعه‎ ۰ 


خط مساوی OB‏ و O'B'‏ را جدا نماید. 


۵ ۸0 04 کدام شکل هندسی را دارد» استدلال کنید. 
۰ مثلت‌های وکل شده 048 و O' A'B'‏ باهم چه رابطه دارند؟ 


از فعالیت فوق متن قضیه و ثبوت آن را می‌توان بیان کرد. 


قضیه: دو زاویه در فضاء که دارای اضلاع موازی وهم جهت باشند باهم مساوی اند. 


توت رای 202 و اند درنظ می ریم 
طوری که 01/01 و 00 بوده دارای 
عین جهت نیز می‌باشند. در شکل بالای ×0 و 06 
دو قطعه خط مساوی 04 و 0۸ موازی مساوی وهم 


EE 


Xx 


0 13 


بنابر آن شکل "۸0 04 یک متوازی الاضلاع است؛ پس آن قطعه خط‌های '88 و 00 


موازی» مساوی وهم جهت اند. '4 '8 48 یک متوازی‌الاضلاع r‏ را 


لذا متلث‌های '8 '4 '0 و 048 انطباق پذیر اند؛ زیرا ۸1 = 48» 2۸0۵ 04 و OB=O'B'‏ 


A A 
408 < ۸0 8' است؛ بناب ر آن‎ 
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آ- اگر اضلاع دو زاویه به ترتیب موازی و هم جهت باشند زوایای مذ کور باهم مساوی می‌باشند. 
[1- اگر یک یک ضلع دو زاوی موازی و هم جهت و یک یک ضلع دیگر آن‌ها موازی و دارای 
جهات مخالف باشند؛ مجموع وسعت این دو زاویه "180 است. شاگردان نتایج را ثبوت کنند. 


زاویه بین دو خط مستقیم متنافر 
تعریف: زاویه بین دو خط مستقیم متنافر در فضا عبارت از زاویه‌یی است که توسط ترسیم دو خط 
مستقیم موازی به آن‌ها از یک نقطة اختیاری دریک مستوی حاصل می گردد. 


ر 


1-اگر وسعت دو زاویه باهم مساوی باشند و یک ضلع یک زاویه موازی به یک ضلع زاویه دیگر 
باشد؛ آیا اضلاع دیگر آن‌ها باهم موازی است؟ چرا؟ 

2 - اگر اضلاع دو زاویه باهم موازی باشند ثابت نمایید که ناصف‌الزوایای آن‌ها باهم موازی و یا 
هم عمود اند. 

3- زاویه بین دو مستقیم متنافر و رك را در نافت کنيد. 


مستقیم‌های موازی و مستوی‌های موازی درفضا 
یک خط مستقیم را وقتی موازی به یک مستوی 
می‌نامند که هیچ نقطۀ مشت رک نداشته باشند و 
مستوی‌ها در فضا وقتی باهم موازی اند که هیچ 

نقطه مشتر کک نداشته باشند. 


لد یت 


۰ هرگاه خط مستقیم ل شامل مستوی 0 و خط مستقیم ۸ که خارج از مستوی 0 واقع بوده و 


موازی به خط مستقیم 4 باشد؛ آیا خط مستقیم ۸ موازی به مستوی 0 شده می‌تواند؟ 

@ دو مستوی متقاطع 9 و 0 و یک خط مستقیم را خارج این مستوی‌ها موازی به مستوی 0 و‎ ٩ 
درنظر بگیرید. آیا خط مستقیم ۸( فصل مشت رک ) موازی به مستقیم 1 شده می تواند ؟‎ 

۰ از یک نقطهُ معین چند مستوی به دو خط مستقیم ,4 و ره رسم کرده می‌توانیم که موازی 
باهم نباشند. 


بعد از انجام هر بند فعالیت متن» قضایا و بوت آن‌ها را به ترتیب بیان می کنیم. 


خارج مستوی 0 و موازی به خط مستقیم ,است داده شده / E:‏ ۳ 
است. ثابت می کنیم که خط مستقیم ۸ موازی به مستوی ۲ 2 
اسک 

اکر وی 0 خط مستقیم ۸ را قطع کند خط مستقیم 1 را که موازی به خط مستقیم ۸ است نیز 
قطع می کند. 

این عمل خلاف فرضیه است» زیرا مستوی 0 خط مستقیم را دربر دارد؛ پس مستوی 0 خط 


مستفیم ۸ را قطع کرده نمی تواند؛ لذا خط مستقیم ۸ موازی به مستوی 0 است. 
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قضیه: ه رگاه یک خط مستقیم به هر یکی از دو مستوی متقاطع موازی باشد خط مستقیم مذ کور به 
و مشتر ک مستوی‌های ذکرشده موازی می‌باشد. 

ثبوت: دو مستو وم متقاطع 0 و ۵ را درنظر می گیریم که هر سر ۸ 1 
یک با خط مستقیم 4 موازی اند» در شکل مقابل اگر روی a‏ 
فصل مشترکک ۵ مستوی‌های ص و @ یک نقطة 0 را انتخاب 


نموده و از نقطة مذ کور یک خط موازی به خط مستقیم ل O‏ 
رسم نماییم این خط موازی با خط ۸ منطبق می‌باشد؛ زیرا E3 ٤‏ ا 


بوده و موازی به خط 4 می‌باشد. 


قضیه: از یک نقطۂ معین (0) تنها یک مستوی موازی به دو خط مستفیم ,4 و و که باهم 


موازی نباشند رسم نموده می‌توانیم نه بیشتر. 


ثبوت: از نقطة (0) موازی‌های ,4 و 4 را به‌ترتیب با رل 
Fb / ۱ 7‏ با / 
(0) گذشته ۳ 4 و ره راد دام که باس ل با / ی / 
و وین 1 و 4 را تور 1 4 / ۳ / 
f7 2 /‏ ۶ / 
مستقیم‌های 4 و 4 موازی می‌باشد. چرا؟ وک تحص 
اک ر طم رای ما کہ و رک بے ی ہے را ۱ 
کر ی و 1 4 و 2 باهم منطبق میب n‏ 


aS 


1 -اگر خطوط مستقیم ,0 و رل باهم موازی باشند چند مستوی موازی را با آن‌ها رسم نموده 


می‌توانیم؟ 

کر 9 

م وخط ۸ که با مستوی 9 موازی است قطع گردند» او كِ 

اه فطا ‏ فط ی ایا اه و اند ا / E‏ 

ا ت قطع بل باهم مساوی اند ب A‏ 
E‏ 
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خطوط مستقیم و مستوی‌های متعامد در فضاً 
ه رگاه خط مستقیم ۸ بالای مستوی ۲ در نقطة 
(0) عمود باشد» آیا تمام مستقیم‌هایی که از 
نقطة (0) بگذرد بالای مستقیم ۸ عم د ان 


,یت ۱ 
۰ شکل مقابل را درنظر گرفته دو خط مستقیم 0۲ , ×0 Te‏ 
۰ ۵ ۸۰ ا 

۳ بالای خط مستقیم در نقطة @ عمود رسم نمایید. 4 0 
۵ در مستوی یک خط مستقیم کیفی 02 را در نظر بگیرید. ‏ - ۸5 
9 خط قاطع کیفی را قسمی رسم نمایید که خط مستقیم 0 را درنقطة 3 و خط مستقیم 0۲۷ 

را درنقطةُ ٥‏ و خط مستقیم 7 را در نقطةٌ 1۷1 قطع نماید. 
قضیه: هر گاه یک خط مستقیم ۵ بالای دو خط مستقیم که آن‌ها را دریک نقطةٌ (0) قطع کند و 
(0) بگذرد عمود می‌باشد؟ 
ثبوت: دو خط مستقیم 0 و 0۲ را درنظر می گیریم. این 
دو خط مستقیم بالای خط ۸ که از نقطهٌ (0) عبور می‌نماید ۸ 
عمود رده و مستری ۲ را تشکیل می‌دهند. در مستوی ۶ یک 
نموده در مستوی۳ یک خط قاطع رسم می کنیم که ×0 را / رر Ar‏ 
درنقطة 8 و 0۲ را در نقط © و خط مستقیم O2‏ را فوط 
1 قطع نماید. 
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OX‏ و هر دو عمودهای وسطی 4 می‌باشند؛ بنابر آن: 
77-7 
< ۸4 
TS‏ ۱ 


میمانند. نقطةٌ ۸ با 4 و 14 با 1۸ منطبق می‌شوند؛ بنابر آن: 
۸ = 7۸ 
لذا مثلث ۸/۸4 متساوی‌الساقین بوده. میانه ۸۸0 در عین زمان عمود وسطی ۸۸4 است؛ پس 


للا فعالیت 


۵ اگرنقاط 8و ) متساوی‌الفاصله از نقاط و 0) باشند» هر نقطة خط مستقيم BC‏ 
BC‏ انتخاب نموده و ثابت نمایید که نقطة × متساوی‌الفاصله از نقاط کاو اک 


aS 


1 -اگر خطوط 4 و «4 باهم موازی باشند چند مستوی موازی را می‌توانید با آن‌ها رسم نمایید؟ 
2-اگر خط مستقیم ل به روی مستوی ۲ عمود باشد آیا تمام مستوی‌های که خط ۲ در آن 


واقع است بر روی مستوی ۶ عمود می‌باشند؟ 


مستوی‌های موازی درفضا 
آیا در شکل مقابل طبقه‌های ساختمان با هم 


CS 


۰ اگر خطوط مستقیم ,۵ و ۸ که درنقطة ۸ متقاطع اند درنظر گرفته شود. 
آیا از ا ین دو خط مستقیم و نقطه ۸ یک مستوی را عبور داده 
A‏ 
توانیم؟ ر 
وی س نیم؟ مزر ۳ج 
اگر مستوی را عبور داده می توانیم خارج آن یک نقطۂ 8 و Ce‏ 
مستقیم‌های ,2 و رك را موازی به ,۸۵ و و۸۵ در نقطة 8 رسم 
نماید. 
۵ مستوی که از تقاطع خطوط ,۸ و ۸ و نقطة تقاطع ھ تکل قدہ اد ای تور کد از 
تقاطع خطوط ,4 و « و نقطةٌ 8 تشکیل شده باشند چه ارتباط دارند ؟ 


باشند» مستوی‌های مذ کور باهم موازی اند. 
ثبوت: مستقیم‌های ۸۱ و ۸2 درنقطة ۸ متقاطع اند و 
یک مستوی را تشکیل می‌دهند. از نقطةۀ 8 (که س 


خارج مستوی 8 است ) خطوط موازی ,4 و ,4 را که با / 4ے / 
خطوط مستفیم ,۵و ۸ رم شده» 1 dı‏ و / A‏ ۸4 


0 


می کنیم که مستوی‌ها 
ا ی 0 و 0 باهم موازی اند» چون 


خط تق ما : 
1 موازی به خط مستفیم ,۸ است؛ پس EY‏ 


4 به مستوی موازی می‌باشد؛ هم چنان خط / 1 یی ۸ 
a dl a‏ ۱ : ۱ ی / 
یم رك موازی به خط مستقیم ۸ است؛ پس خط ا ی 
d e‏ 6 7 1 ۱ مسلط 
مستوی‌ها کا 
۱ ی 0و ۵ یکدیگر راقطع کنند ذ mT‏ 
مشتر ک‌شان با مهای 4 7 / A‏ ۱ نت / 
۱ مستقیم‌های ,4 و ر همزمان موازی / / 
شوت برا؟ 
a‏ 


و این ناممکن | ت 2 
ست؛ زیرا ها n‏ 
کک 9 ی ,4 و رك متقاطع اند؛ بنابراین مستوی‌های 0 و 00 یکدیگر را 
نمی توانند. درنتیجه مستوی‌های 0 و 0 باهم موازی اند. ا 


ا 


هر گاه توت ها ۾ 
TT Tae‏ 
در مستوی F‏ واة ا ۳ f‏ 1 رب ی و E‏ 1 
€ ۰ ۹ حطو ط ,£ و 1 باهم موازی اند؟ 2 


ا 

۰ ۵ 6 ۵ ۵ 6 ۰ 6 6 ۰ 6 ۰ ۰ 6 ۰۰ 
1- مفاهیم اساسی وا کسیوم‌های هندسة فضایی 
اصطلاحات اولیه ۳05]012665: مفاهیمی که بدون تعریف قبول می‌شوند به نام اصطلاحات اولیه یاد 
می‌شوند. مانند نقطف» خط. مستوی وفضا. 
دلیل و برهان 13625017 11081621 برهان عمل ذهنی‌بی است که از یک سلسله گزارش‌های قبلی 
درست به گزارش بعدی می‌رسد و درستی آن‌ها را براساس آنچه که پیشتر پذیرفته شده است می‌توان 
قبول کرد. 
قضیه ۲۸00۲۵۳۱ ادعای که درستی آن نیازمند به برهان باشد قضیه نامیده می‌شود. 
نقطه: نقطه را به صورت مفهوم ذهنی می‌شناسیم و به قسم یک اصطلاح اولیه (تعریف ناشده) قبول می کنییم. 
خط مستقیم: تا رکش شده کنار میزه تیغة خط کش مفهوم خط را ارائه می‌نماید. بدون درنظر داشت 
علامه از دو نقطةٌ داده شده تنها وتنها یک خط مستقیم می گذرد وخط مستقیم را به صورت یک اصطلاح 
اولیه(تعریف ناشده) قبول می‌نماييم. 
اکسیوم‌های خط 
اصل اول: دو نقطۂ مشخص تنها وتنها یک خط مستقیم را مشخص می‌نماید. 
اصل دوم: هر خط مستقیم حد اقل دارای دو نقطة مشخص است وحد اقل سه نقطه وجود دارد که بر 
یک خط مستقیم واقع نیستند. 
اصل سوم: بین هر دو نقطة یک خط مستقیم می توان نقطة مشخصی را به دست آورد. 
مستوی: سطح آب ساکن و سطح تختۀ صنف مفهوم مستوی را ارا ه می‌نماید. و مستوی را به صورت 
یک اصطلاح اولیة تعریف ناشده قبول می کنیم. 
* | کسیوم اول مستوی: حط مستقیمی که دو نقطه مختلف یک مستوی را وصل می کند شامل همان 
مستوی است. 
* | کسیوم دوم مستوی: از سۀ نقطه‌یی که بالای یک خط مستقیم واقع نباشند تنها یک مستوی می گذرد. 
* | کسیوم مستوی متقاطع: اگر دو مستوی یک نقطۀ مشتر ک داشته باشند در این صورت آن‌ها یک 
خط مستقیم مشت رک دارند. این خط مستقیم را فصل مشت رک دو مستوی می‌نامند. 
فضا: فضا را نیز یک اصطلاح اولیه (تعریف ناشده) قبول می‌نماييم. 
اصل اول: فضا مجموعه لایتناهی از نقاط است. 
اصل دوم: کم از کم چهار نقطٌ از فضا وجود دارند که دریک مستوی واقع نیستند. 


0 


+ خط و مستوی در فضای سه‌تعدی 

فضای سه‌بعدی: فضایی که در آن زنده‌گی می کنیم فضای سه بُعدی است. 
او ضاع نسبی دو خط مستقیم با یکدیگر 

* موازی 


اوضاع نسبی یک خط مستقیم و بک مستوی 

* متقاطع 

* منطیق 

* موازی 

اوضاع نسبی دو مستوی 

* منطیق 

* متقاطع 

* موازی 

خطوط مستقیم موازی در فضا 

دو خط مستقیم که در یک مستوی واقع بوده و نقطة مشت رک نداشته باشند» موازی نامیده می‌شوند. 
زاوبه بین دو خط مستقیم در فضا 

دو زوایه در فضا که دارای اضلاع موازی و هم جهت باشند باهم مساوی اند. 

مستقیم‌های موازی و مستوی در فضا 

یک مستقیم را وقتی موازی به یک مستوی می‌نامند که هیچ نقطة مشت رک نداشته باشند. 

مستقیم ها و مستوی‌های متعامد درفضا 

هرگاه خط مستقیم ۸ بالای مستوی ۴ درنقطةٌ 0 عمود باشند» آیا تمام خطوط مستقیمی که از نقطۀ 0 
بگذرند بالای خط مستقیم ۸ عمود اند؟ 

مستوی‌های موازی در فضا 

آیا دو مستوی که هیچ نقطهٌ مشت رک نداشته باشند مستوی‌های موازی نامیده می‌شوند؟ 


0 


2 


تمرین فصل سوم 

SL‏ سوال چهار CN‏ افت و دور آن را حلقه نماسل: 

1 -مستوی ۳ و نقاط ۸ و 8 مفروض استند» اگر فاصلۂ نقاط ۸ و 8 از مستوی 3 مساوی باشد 
آگاه موی ۳ همواره: 

8- با خط ۸۳ موازی است 0- از وسط خط ۸8 می گذرد 

0 -ناصف عمودی خط ۸8 است 0- موازی به قطعه خط ۸ است با از وسط خط ۸ می گذرد 
2-اگر خحط ۸ بالای مستوی 0 عمود باشد آن گاه: 

2- خط ۸ به تمام خحطوط مستوی 0 عمود است 

0- خط ۸ فقط به دو خط مستوی 0 عمود است 

0- خط ۸ با خط از مستوی ص موازی است 

0- خط ۸ فقط با یکی از خطوط مستوی موازی است 

3 -از کدام یک از اجزای زیر به صورت دقیق یک مستوی عبور نمی کند. 

2- از سه نقطة واقع به یک خط مستقیم 0- دو خط متقاطع 

٥-یک‏ خط و یک نقطة خارج از آن 0- چهار نقطة متمايز 


4- کدام یک از جواب‌های زیر همیشه درست نیست ؟ 
۵-اگر خط مستقیم ۸ با مستوی ص موازی باشد 
0-اگر دو خط ۸ و ۸ با خط 0 موازی باشند آن گاه ۸ و ۸ موازی استند. 
€ اک در کے ھ ور وا مسری کا ۸ را قطع کند خط ۸ را نیز قطع خواهد کرد. 
4-اگر دو مستوی متمایز دریک نقطة مشت رک باشند. آن گاہ دریک خط مستقیم مشت رک 
خواهند بود. 
5 -خط ۸ مستوی 0 را قطع می کند؛ ولی بر مستوی 0 عمود نیست» این خط به چند خط از 
مستوی 0 عمود است. 

a) 0 b) 1 6( 2 #( بی شمار‎ 


@ 


سوالات زیر را حل کنبد. 
1 -اگر مستوی‌های و ۴ باهم موازی و خط مستقیم 1 در مستوی 8 و خط مستقیم م در 


2-اگر دو خط مستقیم با یک مستوی موازی باشند؛ آیا خطوط مذ کور باهم عمود شده 


می توانند؟ 

3-در شکل مقابل موقعیت خطوط با , ر1 و 1 را نظر به یکدیگر توضیح نمایید. 
آیا کدام جوره از خطوط باهم متقاطم؛ کدام ۳ 

جوره از خطوط آن‌ها باهم موازی و کدام‌ها 

متنافر می‌باشد؟ ِ 


4 -اگر مستوی‌های ۲ و 7 بر روی مستوی 0 عمود باشند؛ آیا مستوی‌های ۸ و ۶ باهم 


موازی اند؟ 


5 - در شکل مقابل هر چهار ضلعی» یک مستطیل است؟ 
8- دو مستوی را نام ببرید که بالای خط (۸1 عمود باشند 
و بگویید چرا عمود اند؟ 
0-سه قطعه خط را نام بگیرید که بالای مستوی 
(1 عمود باشند. 


ها ار ۳ فا ۲ LIQ‏ 2۳6 قایمه است؟ 


® 


ترادف‌ها 
Sequences‏ 
آیا در شکل مقابل کدام ترتیب را می‌بینید؟ 


ترتیبی را وجود دارد توضیح کنید. 


3 


تعر یف 

ترادف عبارت از تابع است که ناحیۀ تعریف آن اعداد طبیعی و ناحیهٌ قیمت‌های 

آن اعداد حقیقی باشد و یا به عبارۀ دیگر ,4 ...4,4,۵ به نام ترادف اعداد یاد می‌شوند. نوشتن 
نامرتب و غیر منظم اعداد ترادف نیستند. هر یک از اعداد فوق حد ترادف مذ کور بوده طوری که 


۾ حداول و ,ره حد ۸- ام ترادف فوق می‌باشد. 


ترادف اعداد جفت 2n‏ .. ,24668 
ترادف اعداد طاق SV.‏ 
ترادف اعداد مضرب پنج 7 


طور معمول یک ترادف به وسیلهٌ حدا ختباری 7-ام تعریف و معین شده می تواند؛ طور مثال: 
ولا 1 2 a,‏ 
سرت کل رب 2۱ > 
۵ . 7 < ,6 

پادداشت: هر گاه تعداد حدود یک ترادف معین باشد آن را به نام ترادف معین» هرگاه حدود 


ترادوف معین نباشد آن را ترادف غیرمعین گویند. 
TS‏ 

۰ شکل انکشافی ترادف ۳ = (,) را بنویسید. 
a‏ 

۰ شکل انکشافی > 0 را بنویسید. 


11 
ترادفی که قیمت عددی حدود آن به تدریج افزایش می‌یابد ترادف متزاید گفته می‌شود؛ مانند 


ترادف اعداد جفت. طاق. مضرب‌های پنج وغیره. 


ترادفی که مقدار حدود آن طور تدریجی کم شود به نام ترادف متناقص یاد می گردد؛ مانند 
۱ 1 ۷ ۳ با 
ترادف معکو اعداد مضرب‌های ينح وغىره. TT‏ 
ME SD CE‏ 51015 
فا ۱ ۱ 
11 
حل: دیده می‌شود که حدودترادف d,‏ افزایش می باید؛ بنابرآن متزابد ات و حدودترادف b,‏ 


کم می‌شود؛ بنا برآن متناقص می‌باشد. 


a, =n” -1,4,9,16,25,36, 
0, = =3, ا‎ 
n 2 A5 


مثال 2 : ترادف ...,8, 4, 1,2 را در نظر گرفته حد 1 م آن را بنویسید. 
حل: حد 1 ام آن عبارت است از :"2 = ,4 
2 


ما جع وا و او ان ار 
n+‏ 


حل: برای دریافت 5 حد اول باید قیمت‌های ۸<1,2,3,4,5 در حد عمومی وضع شود 5 


حد ترادف اول به دست می آید. 


71 -1 ِ | 

1+1 2 
4 
2۱ 3 
37 9 
El A 
4* 16 
4+1 5 
ك‎ 29 
5+1 6 


dر‎ = 


= وه 


= رل 


اه 11-3 


ا در ترادف‌های انکشافی زیرحد -ام آن‌را بنو بسید. 
13S7‏ 
۰ 9 

و 3 


1+ ")1 
ا = ,ه داده شده باشد 6 حد اول پی در پی آن را بنویسید. 


9 


2-اگر یک ترادف به شکل 


ترادف حسابیی 
Arithmetic Sequence‏ 
اگر در یک ترادف تفاوت بین دوحد متعاقب آن 


یک عدد ثابت باشد ترادف به کدام نام یاد جح 
2 سے 


E 


مایت 


۵ ترادف اعداد مقابل را در نظر بگیرید: 5,8,11,14,17,20 
٩‏ فرق بین حد اول و حد ما بعد آن چند است؟ 
٩‏ _ ترادف اعداد فوق از چند حد تشکیل شده است؟ 
۵ ترادف اعداد فوق را از چپ به راست نوسید. 
از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد: 
تعو یف: هرگاه در یک ترادف فرق ین دو حد متعاقب آن هم غه یک عدد ثابت باشد آن را 
ترادف حسایی می‌نامند. 
این عدد ثابت را به نام فرق مشت رک (011167601066 01011108/)) نامیده و به حرف 1 نشان 
می‌دهند. در صورتی که 1 یک عدد مثبت( 0 < ) باشد. ترادف را متزاید و ا گر فرق مشت رک 
عدد منفی( 0 > 4) باشد ترادف را متناقص می خوانند؛ مانند مثال‌های زیر: 
ال وه ۶ 
3< 5-2 < 6 
9<0 01 << 3= 9= < 
3< 211-8 6 
چون 0 < 7 است؛ پس ترادف حسایی متزاید است. 


3 


ترادف دوم را درنظر می گیریم. 

0 2e 2. ال 0ا‎ 
d=0-4=4 
d=-4-0=4 
d <-8- )-( =4 > 4d=-4<>0 
d <-12-)-8( =4 
d=-16-)-12(=4 

چون 0 > 4٩‏ است؛ پس ترادف حسابی متناقص است. 


مثال1: ترادفی را تشکیل دهید که حد اول آن 2 و فرق مشت رکف آن عدد 2 باشد. 


0 ۳ 9 5 
حل: چون حد اول آن ۹ 2= 7 است؛ بنابرآن به صورت عمومی 
dM Qa‏ 
a dd >a, =a td‏ 7 
dO UA‏ 14 
A < ۵ + 1 = O FA EA FEO < 6, +‏ 9 < ره 5 = ,0-9 
حالا قيمت‌ها را در ترادف ,۵, ... ,۵ « و6 , ,6 وضع می کنیم: 
AFA) o, (OFA) o (O FIs o‏ 
3 3 3 3 
2227s‏ سا , رت سا ری رش سار 
) ) ) 7 7 
TS‏ 
۱0 تا تست 2 
مثال2: کدام یک از ترادف‌های زیر یک ترادف حسابی می‌باشد. 
(a‏ ۱ 
ی( 
ASN es (b‏ 


حل جزء 4: نظر به تعریف ترادف حسابی» فرق مشت رک حدود را به دست می آوریم. 


۳ 

a 
0 
۱ 


A 
1 
دب‎ 
۱ 
| 

| 

وه تیه سار نم 

A 
1 


a 

1 

ظط 

1 
دا یک | جر 

1 


دیده می‌شود که فرق مشت رک تمام حدودترادف حسابی مساوی به عدد ثابت Ey,‏ 
ترادف حسابی می‌باشد. 
حل جزء 0: 


1 2 4 8 16 
# > 2 - 1 | # <4- 2 < 2 # <8-4<4 6 216-8 28 


دیده می‌شود که فرق بین تمام حدود ترادف حسابی مساوی به یک عدد ثابت نیست؛ پس ترادف 
دریافت حد ۸-ام در یک ترادف حسابی 
هررگاه در یک ترادف حسابی حد اول آن ۵ و فرق مشترک آن 4 باشد» برای دریافت حد 7 م 
از شوت تحلیلی زير استفاده می‌نمایيم. 
ترادف مقابل را درنظر می گیریم. 
رد 
52 -4=7 
... ,)5,(5+2),(5+4),(5+6 
... ,)5,(5+2),(5+2+2),(5+2+2+2 
5,(5+2),(5+2x<2),(5+2x<3), ...‏ 
GGUS‏ 


به صورت عمومی می توان نوشت؛ که: ... +d),(a, +2d),(a, +3d),‏ )یه 


7 


با در نظرداشت مثال فوق می توان به صورت عمومی نوشت: 


حد -م حد چهارم حد سوم حد دوم حد اول 
a a+d a+ 2d a+3d ........ a+ (n—-1)d‏ 
J J J 0 J‏ 
a, 0 a aT a,‏ 


در نتیجه بین ,1:4 ,7 و ,4 رابطة 0 (۷-1)+,۵<,ه برقرار است. 


مثال 1: حد 30 ام راف جسای . 2,3,2 رادرافت کک 
حل: 
a, < 6 +) -1(4‏ 2-2 ,6 
=0( تس ور 7-<(2-) -5< dA‏ 
n < 30 d0 = 227‏ 
21 ویه > 203 +2- 2 مبه 27 مه 


مثال 2 تعداد حدود ترادف حسایی زیر را دریافت کنید. 


35, 40, 45 , .. ,0 


حل: می‌دانیم که: 
a, =a, +(n -1)d‏ 
1-15 ) +35 = 2000 
57-5 351 = 2000 5 ,۵ 
5 +30 = 2000 5- 40-35 - 07 
57 = 30 - 2000 
0 = ,ره 
5n‏ = 1970 
19/0 ۹ 
- 7 
5 
4 <- 7 


0 


مال 3 هر کاو اول بک نرادف حسایی ډ ۾ 10- وره باشد فرق مشتر ک؛ بعنی ف 

2 وا کر اف له 
حل: 

a, = a, + (n —1)d 

6 3 30-3 + 00-00 

d=? 30 =3+9d 

a, =30 | 30-3-94 

n =10 27 < 0 

4 -3 


لفات 


٩‏ دریک ترادف حسابی 11-= ,24,۵ 4 اند حدود ره و به را دریابید. 


حد وسطی ترادف حسابی 
هرگاه سه حد مسلسل -,۵, ,۵ , ,۵ را داشته باشیم درحالی که ...,2,3,4 = ۸ باشد. 
nd]‏ + ۱+۱۵ (۸-2) + ,@[ 2 یره + سره 
+nd - 20 [+ [a, +nd |= [a, +7۵0 - 20 + a, + nd]‏ ,| < 
da, +A, 2129, + 2nd -20 [ < 216, + (n -1(1< 2a,‏ 


س 
ا = 2 2 
30 7+23 
5= = 0 
حل 2 2 n‏ 
مثال 2 عدد × را طوری تعیین کنید که سه حد ترادف حسابی را تشکیل دهد. ترادف آن را 


2 +1, 27-4 , 3+3 


dn 97-1‏ ابر4 


@ 


حل: قيمت‌ها را در فورمول وسط حسابی قرار می‌دهیم. 


o FE O El FS 94‏ 
> = و جک ا کد ے ی 
2 2 2 
3+4 


498 - 4-5 ج 4 +5 - 4-8 > 2-4 


2- < ۲ ,12= ×- ج 
ار EI EDE‏ 
ار E‏ 
تا ار ره 


یادداشت: اگر دریک ترادف حسابی حدود - ام و 11 -ام آن معلوم باشد. 
بعنی : آا o @ 4  )/ e‏ گ 0 0> û,‏ 


را بطة آآرا از رابطة آ تفریق نموده درنتیجه می‌توان فرق مشت رک آن را به دست آورد. 


ثبوت آن کارخانه گی شاگردان است. 
| فرق مشت ر کف» ,ه حد 1 -ام ترادف و , حد 10 - ام ترادف است. 
مثال 3: حد پنجم یک ترادف عدد 27 و حد نهم آن 47 می‌باشد. فرق مشترک و حد اول آن را 
تعیین کنید. و 9 حد ترادف را بنویسید. 

E : 7‏ : 
حل: فرق مشتر ک را دریافت می کنیم. 


a, < 7 
n =9 
-5 9 " 
171 1ے .9 = ل‎ 27 _ 20 _ 
= 21 n—m =3 4 
1 ۲ حد اول آن‌را دریافت می کنیم:‎ 
a =۹ 
a, =a, + (n -1)d 
27 = 2)5 = 1(5 


27 = a, + 20 ج‎ a =7 


0 


O DD OT TT 


ترادف هارمونیک:یک ترادف ,0) را زمانی ترادف هارمونیک گویند که معکوس آن؛ یعنی 


1 
س = ,۵ یک ترادف حسابی باشد. 


مثال 1: ترادف ... ,2,4,6,8,10 ک ترادف حسابی گفته می‌شود؛ زیرا 2< 8 است. معکوس 

1Û 1‏ ا 1 ۲ 
8٩ 1‏ 6 4 2 
مثال 2: معکوس اعداد طبیعی یک ترادف هارمونیک است. حد 0 -ام آن‌را بنویسید. 


تاج میرک کر 


حدود این ترادف . 


به دست اور نا 


حل: 


لم ايت 


9 آیا معکوس اعداد طبیعی طاق» یک ترادف هارمونیکی است؟ حد 7 - ام آن‌را بنویسید. 
اوسط هارمونیکی: ه رگاه حدود مسلسل بر و بر و ره از یک ترادف حسابی را در نظر 
بگیریم درحالی که ... ,4 ,2,3 = ۸ باشد. 


ا درنظرداشت اینکه ‏ و دود دک ادف هار نک است م ال بش که 


0 


بل 2 بر 1 1 


رد 
(بر۵)( dn-1 (nı‏ ابر ۳ 
2 2 


11 اد 
a 2‏ 


بر 


1 
dn 
1 
0 

رابطةٌ اخیر را به شکل زیر می‌نویسیم: 


a 1 کے‎ 2-1 1 dar1 
dn 2(2, )(@,-1) 


2 ad £ dn 
2(1 )(@,-) SG, (a, 1 An) 25 و ڪ پر‎ 


بیر4 ۲ 1 مر 


مثال: اوسط هارمونیکی اعداد 2 و 8 را دریافت کنبد. 


حل: با استفاده از فورمول a‏ دریافت می کنیم: 
ES‏ 


a, = - 2‏ 
10 10 2+8 
DS NDT‏ 
2- ۲یا 2 تشکیل ترادف حسابی را می‌دهند؟ درصورت صحت بودن سؤال» فرق مٌ عشتر ک 


آن ره ِ# 
3-اوسط حسایی بین له ,۱۶۹/۲ را دریافت کند, 


1 4 
4-اگر TT‏ = ,ره باشد قیمت ‏ را دریافت کنید. 


5- کدام یک از ترادف‌های زیر ترادف حسابی نیست؟ 
11 


EE 
4 2 4 
و 12و0 وكوك‎ 


goo 


3 


ترادف هندسی 
Geometric Sequences‏ 
اگر در یک تختة شطرنج در خانة اول بکدانه 


گندم و در خانه دوم دو دانه گندم گذاشته شود 


خانه دارد) چند دانه گندم می‌باشد؟ 


ااا یت 


۵ ترادف اعداد مقابل را درنظر بگیرید. ...,48 ,24 ,6,12 ,3 


٩‏ در بین حدود ترادف فوق چه رابطه موجود است؟ 
1 نسبت بین دوحد متعاقب ترادف را دریافت نموده باهم مقایسه کنید. 
از فعالیت فوق می‌توان نتبجه را طور زیر بیان کرد؛ 
فتیجه: ترادفی که نسبت بین دوحد متعاقب آن یک عدد ثابت ‏ باشد به نام ترادف هندسی یاد 


An 


da 


n 


می‌شود؛ یعنی: سوقوصشو< 1 29,۰9 رها جه و < 
در اینجا 0 نسبت مشتر ک و ,4 حد اول ترادف نامیده می‌شود. ترادف هندسی زمانی مشخص 
مثال 1 ترادف هندسی ...,6 , 12 ,24 ,48 ,96 را درنظر گرفته نسبت مشت رک آن را دریافت 


ad ۰ 4 e 
e حل: هر حد را تقسیم حد ماقبل آن می‌نماییم؛ یعنی‎ 
1 


96 48 24 12 
0 ا‎ _24 _1 _12 _1 o 
Es 7ص‎ 14 ° 07 


1 
دیده می‌شود که 1 یکت علو ات است. 


0 


مایت 


در یک ترادف هندسی 2= ,۵ و 3= ٩‏ است حدود وه و وه و ړه آذرا دریافت کنید. 
برای 1< 4 ترادف متزاید است. 
برای 1> ٩4‏ ترادف متناقص است. 
برای 1= 4 ترادف یک ترادف ثابت است. 
مثال 2: ترادف هندسی .. ,300,100 , 900 , 2700 را در نظر گرفته حد اول و نسبت 
میرک ال داف کت ول کول که ادف هدس قوف مراد اس اسا 
0 = ,0 
از بت MM‏ 


و DD‏ 
چون 1> است پس ترادف متناقص است. 
دریافت حد 1 - ام ترادف هندسی 
اگر ۵ حد اول 4 نسبت مشت رک و 7 تعداد حدود در یک ترادف هندسی معلوم باشد» برای 
دریافت فورمول حد اخیر از ثبوت تحلیلی زیر استفاده می‌نماییم. 


۰ ے 
ترادف هندسی پر و ۰۰۰ و و4 , ,4 را درنظر می گیریم: 


حد1م حدپنجم حد چهارم سوم و حداول 
aq 2 aq 0 aq"‏ 2 
1 1 1 1 1 
A, Ge a,‏ 2 4 6 
Q,‏ < 6 


و 
6 2 و8 << - - 1 

ad 2 
1 == << 6 < 1:۰0 = 0۰0 = 0 
: _ 4 ۳ EEE 3 
155 نو‎ << 0, < 0:۰0 < 1 ۰ = dq 


71-2 


dı, > بر‎ 1 > (aq )- q ح‎ aq" 


2 


عبارت الجبری a, = aq"‏ راحد 1 - ام يا حدعمومی ترادف هندسی می گویند. 
مثال 1 حد ششم ترادف هندسی زیر را دریافت نمایید. 
حل: 20,0۰ ,10- ,5 


» <5 a = 
-10 e 
q E = 2 d6 = 5.)-72(۲ 


(32-)5۰ = په ج (2-)5 = په 


n =6‏ 
0- = 4 2 
مثال 2: حد دوازدهم ترادف هندسی . ..,2 , 4 ,8 را دریایید. 
حل: 
a =a n-1‏ 
n =12 ۱ ۲ :‏ 
8= "8= 8)2(۲< ره ج ۲ 8= 
٠ 2 211‏ 
1 1 ۳ 2 ُ2 8 - < | 
dT‏ 2 
در بافت وسط هندسی 
LETT‏ 
dû M‏ 
M - ab‏ 


با درنظرداشت فورمول فوق گفته می‌توانیم که اگر 4 و ۶ دو عدد حقیقی مثبت باشنده 
1 به نام وسط هندسی (۷16 76010611160)) اعداد 4 و ۶ یاد می‌شوند. 


ك 


مثال 3: وسط هندسی اعداد 12 , 3 را دریافت کنید. 
حل: می‌دانیم که 16-28 است ؛ پس: 


6 < و‎ 
۶-۶12 ۷۶۸۵۰12 236-6 > M =6 

مثال 4: در ترادف هندسی 7 3 ۲ ,2 حدود مجهول را دریافت کنید. 
a, =2‏ 


a =2 = 3 2= 2 39227 


2 چ 
2 *2- و ص16 و ا ?=4 
n=5‏ 
a =4, ۰q > a, = 2۰2 =4 , d= 4, 4” <4, = 2۰27 =8 , d= 4‏ 
6= 2۰2 = ړه ج 


3 


پس ترادف عبارت است از: 2, 8,16 ,2,4 


هر گاه در ترادف هندسی ٩,‏ حد 1 ام 1 تعداد حدود و ٩‏ نسبت مشت رک باشند» فورمول 
عمومی برای ¶ را دریافت کیند. 
مثال 5: ×را چنان تعیین کنید که حدود زیر تشکیل ترادف هندسی را بدهند. 


X-1, x+3 , x+1 
۹ ۳ ر‌‎ ۳ ۳ 7 ۷ 
a M b 


M? - 2۰ => (x +3)” = )۲-1()+1( 


x +6 ج 1- × ده‎ 6x +10= لا‎ x=- ج‎ E 


1 5 حد اول ترادف هندسی را بنویسید که حد اول آن 5و حد اخیر آن ست باشد. 
2 کدام یک از ترادف‌های زیر ترادف هندسی اند؟ 
b) -4,-2,0,2,4, ...‏ و و ھ a)‏ 
dd ©‏ 
هه ازریم ا ی سر ا کید 
4 وسط هندسی 3 و ذلا را دریافت کند. 
4 


1 
5- سه حد مجهول ترادف هندسی 27, 0 ار 


ك 


مجموعةً قسمی ترادف‌ها 
٩‏ تعداد قوطی‌های قطار دهم چند است؟ 


8٘ 


۰ تعداد تمام قوطی‌های الماری را دریابید. 


بت عم هچ معا زج کچ ۳ 
ÎÎÎ‏ 
| ا 


- 
ٍ 
ef 
3 
2 
34 
1 
3 
۹ 
۱ 


لا فالیت 


٩‏ دف _ 2468 را فرظ کرد و 

حاصل جمع حد دوم و سوم آن را دریافت کنید. 

حاصل جمع ده حد اول پی در پی آن‌را بنویسید. سپس؛ از فعالیت فوق نتیجة زیر را می‌توان بیان کرد: 
6-10 +4 و 110< 20 + 18+ 16+ 14+ 1012+ 6+8 +14 2 

اما برای دریافت حاصل جمع 1 حد اول مشکل است که تمام 1 حدود آن را با هم جمع نماییم؛ 

چون که ترادف دارای حدود بی‌نهایت است؛ به‌طور مثال اگر حاصل جمع حدود زیاد 0 حد. 

0 حد وغیره در نظر باشد؛ پس تشکیل حاصل جمع آن خسته کن می‌باشد. 

به صورت عمومی حاصل جمع 1 حداول ترادف پر64 ۰۰۰ و 64 وول6 و 64 را قرار زیر می‌نویسیم. 


11 
dı + وه + وت‎ + ...+ a, = Ja, 


از 
جهت اختصار وسهولت محاسبات مطایق تعربف از سمبول 2 استفاده می‌نماييم. 
فت »ی کر ند رای الک a‏ هر حرف استجمال هي وان وی 


استعمال n,k,j‏ و 7 زیاد معمول است. 


طور مثال: ا 
k=1‏ 


i=1 j=1 


الا اد رابه شکل انکشاف یافته بنویسید. 


@ ٠ 


مثال 2:حاصل جمع زیر را به شکل ‏ < بنویسید. 
a) 1+3+5+7+ .. +(2n-1)‏ 
by 1+490 e‏ 


حل: 


a) 1+3+5+7+ .. +(2n-1)= > 2 -1( 
1 
b) 1+4+9+ .. +n = 


مثال 3: مجموع‌های زیر را به شکل انکشاف يافته بنویسید. 
Sl‏ 
حل: 


4(4 + 2(+5)5+2(+ 6(6 +2) + 7(7 + 2(+ .. +) +2) 
< 24+-35 + 48+ 63+ ... +) + 2( 


مثال 4: + حاصل جمع 1 را دریافت کنید. 
حل: 


0# ا0 اه ان اوت 
+ + 2 > 
10-1 9-1 8-1 7-1 7-1 
6 +3780 + 3888 + 4032 _ 11 10 ڕ 9 ۳ 


3 2024 
15396 . 2 


3024 108 


2 


تابه حال تنها حاصل جمع 1 حد یک ترادف را مطالعه کردیم؛ هرگاه خواسته باشیم که حاصل 
جمع تمام حدود ترادف (,۵) را دریافت کنیم در این صورت می‌نویسیم که: 

yS 

i=1 
در این حالت 1 ست تمام اعداد طبیعی می‌باشد.‎ 
را به نام یک سلسلهٌ بی نهایت و یا به نام یک سلسله (561165) یاد می کنند.‎ 4 
اعداد ...و + ر + ,4 به نام حدود سلسله یاد می‌شوند و ,4 به نام حد 10 - ام سلسله یاد می‌شود.‎ 
با وجودی که ما نمی‌توانیم تعداد بی‌نهایت اعداد را جمع کنیم؛ ولی در ریاضیات توسط استعمال‎ 
بعضی قواعد می‌توانیم به سلسلةٌ یک مجموعه نسبت دهیم؛ اما در این جا می خواهیم مجموعة 1 حد‎ 
آن را دریافت کنیم.‎ 
را به نام حاصل جمع قسمی‎ Da =a, و وه‎ a, +. مجموعه 1حداول یک سلسله‎ 
نشان دهیم» می توان نوشت که:‎ S5, ام سلسلة مذ کور یاد می کنند. اگر آن‌را به‎ - 0 
٩ < ۵ 


ره + ,۵ < را 


S, =a Fa +a, 
S, =a ta +a, +... a, +... = Ya, 
k=1 


مثال5: م5 و ود سلسله ...+ ۸+.... + 1+2+3 را محاسبه کنید. 


FE 4 245 0= 1‏ 2+ 21 م9 
E S4 AE SOF 7 FO 5360‏ 2 +21 و9 


@ 


هر گاه ۾ و ,2 دو سلسله باشند و 6 بک عدد ثابت اشد خراص زیر برای مجموعه‌های 


n=1‏ اک 
قسمي آن درست اند: 


11 
2 0+0٩ ...+ ۵ 2۱6 > 
k= 


n n 
$. ca, = ea, 
1< 1<[ 


11 


Sa 0= 37 + ۸, 
| اا‎ 


k= 


و ن 


3 6 1 6 

3 (4k? -3k) 0 TT لرر‎ -a 
=1 7 1 

2 مجموعه‌های زیر را به شکل ,< بنویسید. 

(b TT (a‏ ی 
20 4 3 2 

1+3+5 +7 +...+ )27#-1( 6 


5 مجموعه‌های قسمی زیر را به دست آورید. 


(c e (b 2, :0+2( (a‏ ا 


i=4 


9 


مجموع قسمی ‏ حد اول ترادف حسابی 


ه رگاه ,4 و..., و ,ر۹ ٩,‏ یک ترادف حسابی باشد. به 
آیا ,+ ...+ ڕ + ر۵ + ,4 مجموعۂ قسمی یک d=‏ 
سلسلهٌ حسابی شده می تواند؟ 0 a=‏ 


1+2+3+4+ ... + 


[1(۰4-ع)+ص] 2 


3 


تعر بف 
هرگاه در بین حدود ترادف حسابی علامت جمع موجود باشد آن را سلسله حسابی گویند و یا به 


عبارت دیگر حاصل جمع یک ترادف حسابی را سلسلة حسابی گویند. 
در یک ترادف حسابی که حد اولی آن ۰۸ فرق مشتر ک آن 4 و حد اخیر آن ,ه باشد برای این 


حدود فورمول حاصل جمع را چنین به دست می آوریم: 


S=a+(a +d)+(a+2d)+(a+3d)+...+ (a, -2d)+(a,-d)+a, ......... I 
TT 1 1 1 TT 
= g, (O, =A) FOG, = AAJ FEC, = A JF secs (O = AEGEAN یی‎ II 


روابط 1و [1 را طرف به طرف جمع می‌نماييم. 
2S =(a+a,)+(a+a,)+(a+a,)+(a+a,)+...+(a+a,)+(a+a,)+a+a,‏ 


n(a+a,) 
28 =n) + (ه‎ = 5 200 + 4, ( ES 1 


مثال1: حاصل جمع سلسلۂ حسابی را معلوم نمایید در صورتی که Ba Saad‏ 


تعداد حدود آن 8 باشند. 


0 


حل: با استفاده از فورمول: 


6- (4029 = 5 جد (25 +4) 5-2 7۱-8 


هر گاه در یک سلسلة حسابی حد اول. تعداد جمله‌ها و فرق مشت رک آن داده شده باشد حاصل 
جمع آن از رابطه زیر به دست می آید؛ هرگاه در رابطة آبه جای پر قیمت آن را وضع نماییم 


داریم که: 


[a, +a, +)0-1(0[> 5 =5 [24, + (n= 04] 0 11‏ = و 


7 5 ۷ 
TENS aes 


7-2011 S - 220 + (n-1)d] 


5 = %12.7 + )20۱- (4 


5 = 3 04 + 200.4 = 5 = 14 + 800( = 5.814 = 201۰407 = 7 


3 == 7 


3 


مایت 


© سلسلٌ اعداد طبیعی را در نظر گرفته حد اول فرق مشت رک و حد 1 ام آن‌را نوشته مجموعةٌ 


مثال 3 سلسلاٌ اعداد جفت ..... + 6+8 +2+4 را در نظر گرفته مجموع 1 حد آن‌را به دست 


اورید. 
حل: 
6484 244 
از 
n‏ 2 < 6 
[0-1(0) +24 = رک 
: اه 
[1(2-) + 2۰2]* < 8 
2 و 


n 


11 11 
8 - ]4 2-21 2+2 
2 1 n - 2[ 7 n) 


> رگ‎ = n(n +1) 


مثال4: حاصل جمع 200 حد اعداد جفت سلسلة +... +4 +2 را دریابید. 
حل: 

ا 200200 1 2- 

(2000200+1 2 مرگ 2 


20002010 = ورگ ]200 
0 = وورگ | ?= مود 


U = A 8R 
1 


یوج 


© مجموع قسمی سلسلة حساپی اعداد مسلسل طاق را به دست آورید. 
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e 


1- حد 1-ام و حا صل جمع ده حد ترادف‌های حسابی زیر را دریافت کنید. 
... ,4-,2-,2,0 ) 
ii)1,5,9,13, ...‏ 
ii) -2,-1,0,1,2, ...‏ 
2-اگر یک ترادف به شکل ...,2,5,8,11 داده شده باشد» قیمت مجموع‌های زیر را حساب کنید. 
a) S Db) S1‏ 


حاصل جمع 1 حد ترادف هندسی 


اگر یک سیب را نیم و نیم آنرا دوباره نیم کنیم و به 

همین ترتیب ادامه دهیم یک ترادف هندسی به وجود 5 € © 
۱ تا ‌ 

مجموع آن مساوی به یک سیب گردد؟ ى 


Een 


دک TT‏ ۱ 
حد دوم ترادف چند است؟ 

۰ حد دوم ترادف را با 0 ضرب نموده نتایج را با حد سوم مقایسه کنید. 

۰ برای حاصل جمع 1 حد ترادف فورمولی را دریافت نمایید. 

از فعالیت فوق نتیجه زیر را می‌توان بیان کرد. 

فتیجه: در یک ترادف هندسی هر حد مابعد در اثر ضرب کردن یک عدد ابت به عدد ماقبل آن به دست 
می‌آید. این مطلب برای تمام حدود قابل قبول است. به این ترتیب در یک ترادف هندسی ,18 حاصل 


جمع 1 حد آن است ,4... + ره + 6 = ,3 عبارت است از: 


E q +1 
1-6 
1-4 ۶0 
S, =a, +a q +a, +...+QA q1... 1 ثبوت رابطة فوق را به دست می آوریم:‎ 


اطراف مساوات 1 راضرب ٩‏ می‌نماييم و رابطۀ به دست آمده را رابطة 7 می‌نامیم: 


S ۰9 < وه +وره‎ FOG +. مگ‎ II 

از رابطةٌ 1 رابطة 1 را تفریق می کنیم: ( "1 -1) a,‏ = "4~ ,4 = ۰0 ,9 ر٩‏ 
001-۳ 

۶« رت 
(0 -1) 

6 _ 2)4 -1( 


11 


1- 4 
فورمول فوق حاصل جمع 1 حد ترادف هندسی را برای ما می‌دهد. 


9 


مثال 1: در یک ترادف هندسی حد اول 2= ,۵ ونسبت مشترکه آن ج = ۾ است.5 حداول متوالی و 


چو 10 حدرا دریافت اكك 


حل: 
20 -به e‏ 
و . ا 2= a,‏ 
11 1 1 
u 2 4 1 7‏ 
I 1 1‏ 1۳ 5-9 
= .2= 2۳۳۱-20 = ږ << 2(2 4 
CT‏ 7 7 ۰ 9 3 
1024-1 1 1 
1024 4 (<)-1 )"1-4 
2= 2= ور <د 2۰ ا 0 
1 2-1 11 1-4 
2 2 
1023 
E‏ 
124 1 1024 1 
2 
AOS ae‏ 
حل: با استفاده از فورمول حاصل جمع می توانیم مجموع را در یافت کنیم. 
lT‏ 
q-1‏ 
a=2 TT‏ 
3-1 6 
n 11‏ 3< - < 4 
(80+1<0 ج 1-() 80 - 2 
3= ار ك و 8= n=?‏ 
4= ج 0= $ 


ی 


22 2 
1 در ترادف هندسی ...و چء چ , 2 حاصل جمع 10حد آن را دریافت کنید. 
2 در ترادف هندسی 4, ... ,3,6,12 تعداد حدودو مجموع آن‌را درافت ند 


3- در ترادف هندسی ... ,2,36 4,1 حاصل جمع چند حدآن مساوی به 484 می‌شود؟ به دست آورید؟ 


39 


سلسله‌های هندسی لایتناهی 
اگر به حدود ترادف دقیق شویم به آسانی دیده 


شود که »> ترادو کک می‌شود. TE‏ 
می شود که حد به حد» ترادف کوچک می شو اعا 


اگر در یک سلسلً هندسی (۵/<1) باشد و تعداد حدود آن معلوم نباشند در این صورت حد اخیر 
Divergent series‏ می‌نامند. 


در صورتی که 1> |4| باشد آن سلسله را به نام سلسله متقارب یا 001۷8۲881۲ می‌نامند. 


در بافت فورمول حاصل جمع سلسلة متباعد و متقارب 

ِ *)ه - رن 

1-0 0-1 

اگر سلسلۂ متباعد؛ بعنی 1< || باشد و تعداد حدود بی نهایت باشند؛ یعنی ۵ ج ۰7 پس: 


می‌دانیم که: ) 


ET‏ 2 4 _ 0 - ي 
q-1 / 1‏ 4-1 


به طور مثال: حال جمع سلسلة ... 2734 1+39 را دریاید. 
حل: چون = رگ ج ۲<3<1 
برای دریافت سلسله متقارب هندسی داریم که: 


هر قدر که ۸ بز رگ شود (هه ج )"6 کوچک E‏ (0 ج "4) در این‌صورت رابطة 


۰ = 5 چنین خواهد شد: 


اک 
+ + 1 
مثال 1: حاصل اا ۱ ی 
و اس دس دس لد سا کال 
6 ار E‏ 
از | 
ات 
2 کڪ 2ه N E El‏ 
1 "۳ ۳ 6 8 4 2 
7 
تس 
مثال 2: ا گر حد اول یک سلسلۀ هندسی E SS‏ تس 
حدود سلسله را محاسبه کنید. 
n‏ زا ۲ / 
0 
= ...جروج ٩‏ 
۳9 
27 27 27 


۷ 
E‏ ار و و 


بر 
1 


CS اه با‎ ON <C 


حل: 
...+ 0.0000023 + 0.00023 + 0.023 + 0.6 << ...06232323 = 0.623 
23 23 23 6 
> ِ ِ- 
10000000 100000 1000 10 
1 1 23 6 


...+ ( + +1[ دس < 
0 100 1000 10 


6 23 1 1 
1+ E, 
[ 0 1 


رت < 
100 1000 10 
9( 


داخل قوس حاصل جمع حدود ترادف هندسی است که حد اول آن 1 و نسبت هندسی حدود آن 


1 ۲ 
lC‏ باشد. 
100 ي 
9 100-1 1 4-] 
100 100 100 
ET‏ ا 
9 1000 0 1 000 10 
100 100 
TT‏ 
> ے کک ود + 


10 1000 99 ۰ 10 990 ۰۰ 0 990 


0.623 = 4 
990 


مثال4: کسر اعشاری متوالی 0.3 را با استفاده از سلسلۀٌ هندسی به کسر عام تبدیل کنید. 


حل: می‌دانیم که: 
...+ 0.0003 + 0.003 +0034 +03 0.3333 = 03 
3 3 3 3 
+ + دت + - 
10000 1000 100 10 


دیده می‌شود که در سلسلۀ فوق مر 1< 7= l=‏ است؛ پس سلسله متقارب است. 


۲ نت ۱۳ 
10 10 


5 تن 


1- مجموع ترادف‌های هندسی زیر را دریایید. 


: 1 1 
۱ 
ii‏ + سک دح |[ مك زد 
( 5 9 
a) 0.5 b) 4‏ 


نکات مهم فصل چهارم 


۰ ۵ 6 ۵ ۵ 6 ۰ ۵ ۰ ۰ 6 ۰ ۰ 0 ۰۰ 
تعربف ترادف: ترادف عبارت از تابع است که ناحية تعریف آن اعداد طبیعی و ناحيهٌ قیمت‌های آن 
اعداد حقیقی باشد و با به عبارت دیگر ,9.9 ول و و6 ,2 به نام ترادف اعداد طبیعی یاد می‌شوند. ,4 حد 

اولی ترادف و ,ه حدم ترادف می‌باشد. 
ترادف حسایی: هر گاه در یک ترادف حاصل تفریق بین دو عدد متعاقب آن هميشه یک عدد ثابت باشد 
رای Tl‏ 
حد وسطی ترادف حسابی: ه رگاه سه حد مسلسل رب 4 ,۵ داشته باشیم؛ پس: 

تس ,هیک حد وسطی ترادف حسابی را ارائه می کند. 
ترادف هندسی: ترادفی که نسبت هر حد بر حد قبلی آن یک عدد ثابت 4 باشد به نام ترادف هندسی 
ياك مى ود 
فورمول حد 1 ام در یکت ترادف هندسی: ' "۵ = ,ه 
حدوسطی ترادف هندسی: ه رگاه حدود مسلسل +٩, +٩,‏ ,۵ باشد در حالی که 
... < 7 باشد؛ پس: (-,2)( ,,2)/, = ره فورمول حد وسطی ترادف هندسی می‌باشد. 
مجموعه قسمی ترادف ها: 


را به نام یک سلسلةٌ بی نهایت و یا ۹61165 یاد می کنند. 


سلسلة a,‏ 2 +... + ه + یت + 6 را به نام حاصل جمع قسمی 11 حد سلسلة مذ کور یاد می کنند. 


ا 
فورمول مجموع قسمی ١‏ حد اول ترادف حسابی: 
S = [24+ (n-1)4]= (a, + 4, )‏ 
فورمول حاصل جمع 1 حد ترادف هندسی: 


( لاه _ و 


اک 
1 17 7 


3 


سلسله‌های هندسی لابتناهی 
ad‏ 
1-4 


در دک ساسله هندسی اکر 1> |و| باشد و حاصل جمع 1 حد اول آن به یک عدد معین تقرب 


a 2‏ 2 ‌ِ 
تماایك قر ایی حالت سلاد را مارب کر و قمعت ارف رل << ۱ وه به دست می‌آید. 
9 1 


هرگاه 1 < |4| و تعداد حدود آن معلوم نباشد آن سلسله را متباعد می‌نامند؛ یعنی حاصل جمع 1 حد اولی 


سلسلۀ فوق به یک عدد معین تقرب نکرده است: 0 = ,ره 


2 


سؤال‌های زیر را به دقت خوانده برای هر سوال چهار جواب داده شده است» جواب درست را دریافت و 


دور آن‌را حلقه نمایید. 


E 3 4 5 00‏ 
اب حد ۳1م تراد ۰ عبارت است از: 
7+1 ۳ ن 3+ n‏ ,8 ا 7 ِ 
n n+2 71-6 n‏ 
a) 3 b) 4 €) 3 d) 6‏ 
لے بال دوازدهم ترادف کا وااو و = ارت الست ار 
a) 5 b) 38 °) -5 d) -8‏ 
4- فرق مشت رک ترادف حسایی ...,1.3 ,1 , 0.7 , 0.4 ,0.1 عبارت است از: 
a) 0.3 b) 0.1 c( 0.3 d) 0.2‏ 
9 نسبت مشترکک ترادف هندسی عبارت است از: ...,6, 12 ,24, 48 ,96 
2 2 1 1 
E (= 2 E‏ 
3" 0 5 22 
6- حد ر هل gS‏ 
- 5 دی هد س رخ رک مرح ت است از: 
ET‏ 
5 3 5 3 
E 2‏ س 0 N‏ 
517 ) 7< 0 ۳ 0-9 
7- فورمول حاصل جمع 1 حد یک ترادف هندسی عبارت است از: 
a‏ ور 
1آ 157 
"+1 
کدام d(‏ .ي = و( 
مِ) +1 / 
8- در سلسله‌های متقارب غیرمعین هندسی نسبت مشت رک 0 عبارت است از: 
هیچ کدام (4 a) q=0 Db) |q|>1 c) |q|<1‏ 


@ 


سوال‌های زیر را حل کنید. 
چند عدد دو رقمی طبیعی داریم که مضرب چهار باشند؟ 


بین اعداد 21 و 31 سه عدد را جا دهید. 


لر او اوا الك 


اگر مجموعةٌ حد اول و آخر ترادف عددی 124 باشد و مجموع 1 حد اول آن 3720 باشد تعداد 
حدود این ترادف کدام است؟ 

مجموع 100 حد ترادف زیر را به دست آورید. 

e se 

اگر حد دوم یک ترادف هندسی 6 وحد هفتم آن 192 باشد نسبت مشت رک را تعیین کنید. 

مجموع 8 حد اول یک ترادف هندسی 17 برابر مجموع چهارحد اولی آن است. نسبت مشت رک این 
ترادف راجات کل 

حاصل جمع سلسله زیر را به دست آورید. 

0.1 + 0.01 + 0.001 + 0.0001 + ۰ 

حد اول یک ترادف هندسی نامحدود 9 حد و چهارم آن چ می‌باشده مجموع حدود این ترادف را 
ارات 

بین اعداد 3 و 96 به تعداد 4 عدد را جا دهید. 


3 9 7 9 ,96 


202 


1- اگر 4= ه, 3= 4 باشد. ترادف هارمونیکی آنرا برای 12= ۸ به دست آورید. 


2- اعداد اعشاری زیر را با استفاده از سلسلۀ متقارب به کسر عام به دست آورید. 


a) 2.8 b) 3.57 


@ 


۱5۱ 


0۳1 


(1,0) 


توابع | کسپوننشیل 


۲ 7 Exponential functions 
N ۵ ۱ A ۱ A AOE می دانید گراف‌های توابع‎ 
١ یکی با دیگر نظر به محور × متناظر اند؛ آیا تا به حال‎ 
0 با‎ 
در مورد گراف‌های توابع 2= )۶ , مر فرح‎ 
سیستم مختصات قایم فکر کرده اید؟ ات‎ 
تعربف‎ 


هر گاه 2 یک عدد مت و 2۶1۱ اش "ه 2( را به نام تابع اکسپونتشیل به قاعده 4 می‌نامند. 
xeR f: ۲ ۳‏ 1-01 » 
)x( = a”‏ 7 

TS‏ ()/ توابع اکسپونشیل به قاعدة 2 می‌باشند. 


اد انيت 


* برای قیمت‌های مختلف ( 727 ست اعداد تام) 71 > × گراف تابع» 227  )×(‏ را رسم کنید. 
۰ تابع 2 = ()7 محور را در کدام نقطه قطع می کند؟ 
۰ تابع 7 = (×) ر یک تابع متزاید» متناقص و یا ثابت است؟ چرا؟ 
© گراف‌های توابع (SE‏ , 2 -()7 را در یک سیستم کمیات وضعية قایم رسم 
نموده باهم مقایسه کنید. 
۱ ۳ 1 
۵ فعالیت فوق را برای تابع TT‏ انجام دهید. 


از فعالیت فوق نتیجة زیر به دست می آید: 


۵ قیمت تابع "70-2 برای تمام قیمت‌های ٤21‏ × همیشه مثبت است. 


@ 


ال کر کر سر را را ی 
7 به یک نقطه بالای گراف 7 ۸ تقابل می کند. 
۰ گراف تابع *2 = ر متزاید است؟ زیرا: 1< 2= ۵است. 
پادداشت: هرگاه *2- 2 ر باشد. تابع متناقص است؛ زیرا 0 > 2-= ۾ 


گراف تابع "2= ر و 2= ر رارسم می‌نماييم. 


3 EZ 
ت‎ ۳ yJ 22 گراف تابع‎ 
xX x 
ر‎ =2 1 2 
۰ ۶ 
۱ 1 
۱ / 
۰ 
را‎ 
KO) 
E A ی‎ 


از < 
گراف تابع ”2 = رر 


مثال: گراف تابع اکسپوننشیل 2( را رسم کنید. 
حسل: با در نظرداشت نتيجهة بالا می‌دانیم که در تابع اکسپوننشیل *23۰2 ()ر قاعده آن 
2 = 4است؛ پس به این اساس تابع فوق یک تابع متزاید است برای آن که گراف تابع فوق را دقیق 
رسم نمایید قیمت‌های مختلف برای متحول 1 داده از روی آن قيمت‌های توابع لارا دريافت 
کرده و در جدول درج و نقاط را در سیستم مختصات قایم قرار داده و به کمک آن نقاط گراف را 
رسم کنید. 


(9 


۱ NENE ۱ 
۶( | 0375 | 0750 ۱15 64 


انیت 


۰ با در نظر داشت تابع ۳ -< (3۲) 7 برای تمام اعداد حقیقی ود روابط زیر را ثبوت نمایید: 
f(x)‘ f(y)‏ < (ز + ) [ 


۱ 
() [ ا 


J (ax) = (f (x))“ 


خواص توابع اکسپوننشیل 
با استفاده از معلومات قبلی خواص توابع اکسپوننشیل را به شکل زیر بیان می کنیم: 
1- در هر تابع اکسپوننشیل ناحيةٌ تعریف اعداد حقیقی و ناحیۀ قیمت‌های آن اعداد حقیقی 
مثبت است. 
2- هر تابع اکسپوننشیل تابع یک به یک (10[601170) است» یعنی برای هر × ٭ × 
هميشه () () [ 
3- هر تابع اکسپوننشیل برای 1< 4 متزاید و برای 1 > 4 متناقص است. 
4- گراف هر تابع اکسپوننشیل از نقطه (0,1) می گذرد. 
5- گراف‌های توابع اکسپوننشیل ٩ , )( = ٩‏ = ()2 نظر به محور لا متناظر واقع اند. 


3 


6- به این ترتیب هر تابع اکسپوننشیل معکوس دارند که به × ,108 نشان داده می‌شود. توابع 
٩‏ ۲ 10 زر مر SSG‏ 


a) ۸۱ 
b) f()=2.37 


1 
ey 
d) f(x%)=(4) 


@ 


لو کار یتسم 
Logarithm‏ 
آیا توابع اکسپوننشیل را به شکل دیگر می‌توان 


نوشت؟ 


y=aُ ك‎ log y= 


اا فلت 


جدول زیر را تکمیل کنید: 


00 | 1000 | 100 | 0.01 | 0.001 | 0.0001 | عداد داده شده ر 


10 103 (اعداد توان دار) 0 


2 زا (توان) × 


۵ درعدد طاقت دار 10 قاعده و توان آن مساوی به چند است؟ 
٩‏ _ آیا قاعدهٌ یک عدد (1) شده می‌تواند؟ اگر جواب منفی باشد چرا؟ 
٩‏ آیا توان یک عدد را به نام دیگر ارائه کرده می‌توانیم؟ 


از تکمیل جدول فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد: 


قعریف: ل وگاریتم عبارت از طرز ارائه‌یی نوع دیگر از طاقت می‌باشد و یا این که محاسبه توان 
مجهول را به نام ل وگاریتم یاد می کنند. 

y= ×‏ اد y =a”‏ 
در رابطةٌ فوق 4 را به نام قاعده(13236) و ۷ را به نام ل وگاریتم عدد یاد می کنند. لو گاریتم یک 


عدد داده شده عبارت از توانی است که اگر قاعده به آن توان بلند برده شود. عدد داده شده را 


@ 


افاده می کند. 


در جدول فوق توان‌های قاعده عدد 10 عبارت از لو گاریتم عدد داده شده می‌باشد؛ به طور مثال: 


log, 0.001 = 108107 = 3 

برای هر عدد ۵1 ,0 < ۸ به حیث قاعدۀ لو گاریتم شده می تواند. 
مثال: افاده‌های زیر را با استفاده از تعریف لوگاریتم به افاده‌های معادل (اعداد توان دار) آن 
823 رlog‏ 
log, 1000 =3‏ 

حل: 

log, 8=3 < 2° =8 
log, 1000=3 ج‎ 10-0 


ر 


1- روابط ل وگاریتمی زیر را با افاده‌های معادل آن بنویسید. 
a) 1082, N = x‏ 
b) log, 36 2-2‏ 


0 
log, 81= 2‏ )0 
d) log; 5 =1‏ 
2- افاده‌های زیر را با استعمال مفهوم ل وگاریتم با افاده‌های معادل آن بنویسید. 


a) 4 =6 

b() 2-32 

2 10* - 000 
1) ۱۱ =107 
e) زر‎ 

JI) PSY 


توابع لو گار بتمی 


+ 
آیا گفته می‌توانید» توابع نمایی دارای تابع ح 
باشند؟ ی 
معکوس می, ۳ 
توابع نمایی که دارای معکوس اند نظر به کدام 2 ہے کے 
۱ 
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تعر بف 
معکوس سابع اکسپوننشیل بسه نام تسابع لو گ‌اریتمی اد مسی‌شود 
ام 0 0 4 را ۰ 
عبارت از تابع لو گاریتمی است که قاعده آن 4 بوده و به شکل زیر نشان داده می‌شود: 
IR ,a+1‏ » کک ا تاو و 0 م 
ویا: 
(x= ۲ =a”‏ 
=108,x=y‏ 2۵۳ <<( 


در شکل گراف تابع *ه = () و × ,108= ز رسم شده است» دیده می‌شود متناظر یکدیگر اند. 


9۹۷۹ 


در ول الا دم که هرک 1< ه باشد برای هر 8 € ,۷ داریم: 
× < ,× , × ,10< ,× ,108 می‌باشد. 

مثال1:گراف تابع "3= ر و × رع10= ر رارسم کنید. 

حل: تابع "7-3 را در نظر می‌گيریم. 


حالاتابع 082 2 yJ‏ را در نظر می گریم: 


1 

کک y‏ 1 3 
۰ 1 
0 ٍ 2-1 108,31 << - رو10 < بز 
1 1 
و۶8 CENE‏ 
مو ل ”مہ 1 0 1 1- | 
۱ 


ال فالیت 


SO 4 ۳" 9 2 aS ٤ 
توابع معکوس آن را برای 1,2= × دریافت نموده و نتیجه را به شکل عمومی بنویسید.‎ 
فتیجه: برای هر تابع ل وگاریتمی مانند × ,10 برای یک قاعدۀ اختیاری داریم:‎ 


log =0 , log =1, acelIR,a>0,az1 


0 


مثال 2 اگر × ع٥1‏ = () داده شده باشد قیمت‌های (۶)9(,)3,( 1(,)3) 7 را به دست 
آورید. 
حل: در تابع داده شده به جای X‏ قیمت‌های آن را وضع می کنیم: 
3<1,ع۱0 = (3) £ ج x‏ بع10ع (x)‏ [ 
2= ”108,3 = (9) £ ج 9 ,ع10 = ()ز 
2 23( 0 
=1lo0g,1=0‏ )1( £ 
مثال 3:اگر 4= × 1٥8‏ باشد قیمت × را دریافت کنید. 
حل: تابع فوق را به شکل نمایی می‌نویسیم: 
الا اج ۱ 24 02ا 
با استفاده از معلومات فوق خواص تابع لوگاریتمی را به قسم زیر بیان می کنیم: 
خواص تابع لو گاریتمی 
1- ساحۀ تحول تابع ل وگاریتمی ست اعداد حقیقی می‌باشد. 
2- قسمی که 1٥8,1=0‏ برای هر قاعده اختیاری است؛ پس به این اساس تابع ل وگاریتمی 
تنها یک جذر حقیقی 1= ,× دارد. بدین ترتیب گراف تابع لو گاریتمی در سیستم 
مختصات قایم از نقطه (1.0) می گذرد. 
3- هر تابع لوگاریتمی تابع یک به یک ( 10[601176) بوده؛ یعنی برای هر رت ٨,‏ همیشه 
(٭) [ ۶ () 7 است. 
E ofl NE‏ 
مثال 4 قیمت تابع (x) = log, x‏ ز را برای قیمت دربافت کیا 


حل: در تابع داده شده (x) 108 x‏ [ قیمت‌های داده شده × را وضع می کنیم. 
2*24 روم + J (x) =log, x= £(16) =10g,16‏ 


/(9=logx= f =log,() © log,2° =3 
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للم هلت 


* قیمت تابع «رع10<()/ رابرای قيمت‌های 2ل 28« محاسه کنید٩‏ 


وای 


1- برای تابع × ر108 = ()۶ قیمت‌های (۶02 , (۶ , (ج)/ , (۶)32 را دریافت کنید. 


1 
2- برای تابع × و2108 (×) f‏ قیمت‌های (1)/ , را دریافت کنید. 


لو گاریتم معمولی و لو گاریتم طبیعی 


Common logarithm and Natural logarithm 


آیا قاعدة ل وگاریتم تنها اعداد 2 و 3 اكه وا 


N |‏ توا 
9 کک اس 
۳ کد 

log, 10 


اعداد دیگر هم تا عدۀ ل وگاریتم شده می‌تواند؟ 


3 


تعر بف 
طوری که دیدیم به غیر از 1 هر عدد مثبت دیگر می‌تواند قاعدۀ لو گاریتم باشد؛ ولی قاعده‌های که 
EC. EC‏ 10و 0 می‌باشد. 
1- لو گاریتم معمولی: لو گاریتمی که قاعدۀ آن عدد 10 باشد به نام و گاریتم معمولی یا (1311885 
سیستم) یاد می‌شود.(1311885) نام شخص است که این سیستم را وضع کرده است. لوگاریتم 
و به طور زیر ارایه می گردد: 
J : 7 108, f(x) 2102 =logx‏ 
مثال: لو گاریتم‌های اعداد "10 10 10 10 10 را محاسبه کنید. 
حل: 
- ر ج ۱0 - ۱ ر = ۱ 102 
1= بر > 210۱ *10 ج بز = 101 102 
2 بر ج *210 «10 چه بر = 102 102 
ج ۱ ”10 ی ر = ۱0 108 
2-1 بر ج 2107 107 چه ر = 108107 
۶ >5 "10= ”10ج y‏ = ( ۱0۰ 


۳0 


با در نظرداشت قیمت‌های مختلف × گراف را رسم می‌نماييم: 


2- لوگاریتم طبیعی: ل و گاریتمی که قاعدة آن عدد 6 باشد به نام لو گاریتم طبیعی 201۵1( 
09 یاد گردیده ب11 نشان داده می‌شود. و چنین می‌نویسم. 

J :1 0 , 7)( 2108, 7 27۲‏ 
6 کت غاا خی اا وده وقیت فر یی آن عارت است ار ...2۰718281928 - ؟ که از روی 
لیمت "(1+2) وقتی که به بی نهایت تقرب کند بدست می آید دریافت قیمت 6 مربوط ریاضیات 
عالی می‌باشد. عدد 6 به نام عدد اویلر یاد می گردد. تابع =٥‏ 6 را به نام تابع اکسپوننشیل یاد 
می‌کنند. و به شکل *6 = () نیز می‌نویسند. 
گراف تابع =٥"‏ ر شبیه گراف تابع 7 = ر می‌باشد» برای تابع ع = ر قیمت‌های مختلف به × 


* ۳ A 


برای تابع ع = ر قیمت‌های مختلف به × می‌دهیم. 


با درنظرداشت قیمت‌های تقریبی فوق گراف تابع = ر و = ر رارسم می‌نماييم. 
e‏ 


لو گاریتم طبیعی درمطا لعهٌ ریاضیات عالی مورد استفاده قرار می گیرد و موارد استعمال زیاد در 
ساینس» الجبر» تجارت و تخنیک دارد. گراف لوگاریتم طبیعی تابع کو کرو زیر ات 
مثال: ٤‏ ہا, "٤ع‏ ہا تهها, عہا, ٥دا‏ , ٤دا‏ را دریافت کنید. 
حل: نظر به تعریف می توان نوشت: ,2108 ×11 = ر 
p= |‏ ج = بر ر = وا 
2= ۷ ج ع = Ine? = y < e"‏ 
3= ر > €= y +e”‏ = 1۳۶ 
0= ر ج "ع = ”ع ج> ر = ریز 
آ= = م جح خر = ۱۳ 


درک ع وک رک ا 


گراف تابع < بز عبارت است از: 


اا فالیت 


E ۰ 
eî 


۵ 100.0001 را دریافت کنبد. 


ا 


لوگاریتم‌های زیر را محاسبه کنید: 


۳ 
2 مس‎ 2 
1 ۱ 
e ۱ » 
MT 
۱ 
8 1 
a)log,e ار‎ 
e 
c)log0,01 d)lo € 
8U, 10 


یت یرم ۱ 
Law of logarithm‏ ا 
می‌دانید اعداد طاقت‌دار از خود قوانین دارند. آیا 
لو گاریتم اعداد هم دارای قوانین است با نه؟ 0 
y) 102 ۲ +۲‏ 10802۰ 


108 اه‎ =logx-log y 
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اا فالیت 


٩‏ قوانین حاصل ضرب طاقت‌نماها را بنویسید. 
٩‏ قوانین حاصل تقسیم طاقت‌نماها را بنویسید. 
٩‏ هر عدد به توان صفر و یکک مساوی به چند است. 
مشابه به خواص طاقت لو گاریتم هم‌دارای قوانین می‌باشد. 
قانون اول: ل وگاریتم هر عدد در ساح تعریف ل وگاریتم به قاعدۀ خود عدد مساوی به 1 است. 
a <1‏ ,۶1,108 ۵ ,1 » 
ثبوت: می‌دانیم که Vae IR `I{} a = a‏ است. 
بنابرآن 1= log, a‏ 
مثال اول: 5= << 5=1,عها 
قانون دوم: می‌دانیم لو گاریتم عدد [ به هر قاعده مساوی به صفر است. 
,a" =1‏ (0 10*7 ۷۵ 
پس: log,1=0‏ 
مثال دوم: 1 "(۷5) ج< 0 1 پر 108 
قانون سوم: ل وگاریتم حاصل ضرب دو یا چندین عدد مساوی به حاصل جمع لوگاریتم‌های شان 
ات 


108 ,)۰( =log, x +108, y» بعنی:‎ 


@ 


ثبوت: اگر داشته بافیم: 


روابط 1و 11 را طرف به طرف ضرب نموده داریم که: ۲ = رود ی ک رز 
از اطراف رابطۀ فوق لو گاریتم می گیریم» به جای ول قیمت‌های آن را قرار می‌دهیم: 
+ < (0۰) ,108 
log,(x-y) = log, x +108, y‏ 


مثال 1 ل و کاریتم عدد 50 وا وه دست اور 
حل: 1+ 5 +l0g10 = 10g‏ 5 ع10 < (108)5۰10 = 50 log‏ 
مثال 2 ?=8 ,2+10 ,ع٥1‏ 
حل: 
(4۰4),ع10 = (2۰4 108202۰ < (۰6 108,02 < 102,86 + 2 log,‏ 
2= 1+1= 1024+ 4,ع10 < 


N E 


ETE E SS 
log,(x + y) z#log, ۲ +, 
log, (xy) z log, x:log, y 
قانون چهارم: لوگاریتم حاصل تقسيم دو عدد مساوی به حاصل تفریق لو گاربتمی صورت و‎ 


مخرج است؛ بعنی: ۶ ,108- × ,108 < log,‏ 


ثبوت: اگر 4 = × و ۵ = ر داشته باشیم. 


a ۲ 9‏ 
روابط 1و 11 را طرف به طرف تفسیم نموده داریم که: 4 ۱ له - << 


JY a 
(™ 


X 5‏ 
به جاهای 0 و 4 قیمت‌های آن را وضع می کنیم. از ,7108 log, x‏ = ( )108 


مثال 1: وه را محاسبه کنید در صورتی که 0.6900 = 1085 ,0.3010 = 10822 باشد. 


حل: 2-0 0.3010 - 0.6900 - 1062 - 0۵5 - یه | 
مثال 2 ((د2) , 108 - ,(10y x)‏ ع10 
حل: قانون چهارم را از راست به چپ تطبیق می کنیم: 

10y x 


108 , "ر10)‎ <( - 108 , )27( = 10g, (بز5) , 102 = تحت‎ 
1 ۳ 27 ۳ 
< 102 , 5 +108, y =log, 5+1 


log, x" =nlog, x بعنی:‎ 


log, 1082۰۲۰1۲۰ ... °) 


log, x" =log, x +108, x +...+108,x 


× 1108دفعه 
در نتیجه: × ۸108 = ,108 
1 
با استفاده از قانون 5 می توان نوشت: x‏ هِ = "(), 108 < log, x‏ 
n‏ 
مثال 1: ?= 625 ع٥1‏ 
حل: 0 = (4)0.6990 = 41025 = 10857 - 625 log‏ 


مثال 2 ?= ۱023/9 


حل: 1 


2 
2 2 
log, 3/9 =1og, ¥37 *(3),ع10<‎ = 3 


0 


ىقات 


۰ لو گاریتم‌های زیر را دریافت کنید: 


تین 


1- افاده‌های حاصل ضرب را به شکل حاصل جمع و افاده‌های حاصل جمع را به شکل حاصل 
ضرب بنویسید و در صورت امکان جواب نهایی را به دست آورید. 

a) 577)رع10‎ (=? b) 10200107 (27 

c) log, 5 +102, 20 =? d) رع10‎ 36 +102,14 ۶ 


log, (0.12) =? log, N8 =? 


2 افاده‌های خارج قسمت را به تفاضل و تفاضل را به خارج قسمت تبدیل کنید و در صورت 


امکان جواب نهایی را به دست آرید. 


63 125 
10, =? b) 108 =? 
a) 87 49 ) 8 80 
c) 108۳۵-108, =? d) 1og,,1000-10g,ر‎ 100 =? 


3- لوگاریتم‌های زیرا را محاسبه کنید: 


E 
a) 108,,)0.0001( b) log,(-8) 7 


تبدبل قاعدة لو گاریتم به قاعدة دیگر 

اگر لو گاریتم یک عدد به یک قاعدة معین داده 

شده باشد. چطور می توان لو گاریتم عدد نامبرده log, m‏ 
را به یک قاعدة دیگر تبدیل کرد؟ log, b‏ 


قانون ششم: حاصل تقسیم لوگاریتم دو عدد به عین قاعده مساوی است به: 


ثبوت: برای ثبوت. ر = ۳ ,8٥ارا‏ قرار می‌دهیم و شکل نمایی آن را می‌نویسیم 0۳ =" 
از اطراف. به قاعدةٌ هلو گاریتم می‌گيریم: 2 log, m =log, b” << log, m‏ 
قیمت ۷ را در رابطةٌ فوق وضع می کنیم: 
log, m 21082, 0‏ 
1 1 1 1 
۱۳۱ _ ,108,108 _ 08,1 10 
,102 ,102 ,102 
مثال: 7 = 27 ,108 را محاسبه کنید. 


ز 3-1 ار را ۰ 


ها = 27 و1029 
حل: د ۱ ۱ SO I‏ "۲ 


مثال 2: 7= 10875 را محاسبه کنید. 
حل: 1083+2_ 5»ع210 +1023 _ )108,3۰57 _ 108475 
log; 3 ۱‏ 1023 19023 19023 
پادداشت: ل و گاریتم معکوس یک عدد مساویست به منفی لو گاریتم همان عدد که آن را به نام 


log, 75 


10g 0‏ با )c108(‏ همان عددیاد می کنند؛ یعنی: 


1 
log —=-logs M =colos M 
۳ M Sa 8 


3 


1 
مثال: ?= رع10 
e‏ 


حل: 5--5۰1--2 ,و51 -0= 2° ,1-10 ره - 32 ,1-08 log, 4; = 10g‏ 
1 
قانون هفتم: گاریتم یک عدد مساوی است به: = log, M‏ 
نون هفتم: معکوس لو ریتم ب وی 1 i‏ 2 
تهتا ورا کرت کرک قرا دهیم: 
تسوا ینوت E e‏ 
I‏ یی 21 EC‏ > 21 ۵ برع2108 << بر < 
@ ,1082 
در رابطة 1 به جای عدد 1 قیمت آن را وضع می کنیم: 
M‏ ,2 - 1 
a” 2-02۸‏ ,ر108 < 
a =M‏ > 
ازا طراف رابطةٌ فوق ل وگاریتم به قاعدۀ 4 می گیریم log, M =x‏ 
1 
ابطة فوق به جای × قمیت آن‌را وذ م = log, M‏ 
در رابطة فوق به جای × قمیت آن‌را وضع می کنیم ی ۳ 


مثال1: 7= 1/5 بورع۱0 


1 

اا 1 1 ۹ 
حل: ڪ ڪ کڪ < 5 ر تا - 5(2 0ا = 5ہ بر 108 
TT DT‏ ا 


لوگاریتم‌های زیر را حساب کنید. 


10g, / 256 =?‏ ?=2 108 
قانون هشتم: ل وگاریتم یک عدد که قاعدة آن دارای توان است مساوی است به: 


log „x= Xx 
n 


ثبوت: برای ثبوت log, x =m‏ قرار داده آن را به شکل نمایی بنویسید. 
۳ ے) = × ج x 2 7 < ×= a"‏ ,108 


۳( =× ج 


@ 


ت تس 1 111 
از اطر اف رابطه فو ق لو کار نت ۳ 0 - - „xX‏ 08ج - log „x‏ 
ز اطراف رابطة فوق لو گاریتم می گیریم ET E‏ 
2 1 
قیمت 11 را به جای آن در رابطه فوق ود تم log , x=—lo0g, x‏ 
۰ را به جای آن در رابطةٌ فوق وضع می کنیم تک 


1 
1) log, x" = "tog, Xx 2) ۱08۵ ۱ = = 108, × 3) log „ x" =108, x 
n 0 


مثال 7:1 = 102,125 
حل: 5 ,108 = 125 ر10 


نظر به قانون x‏ 108 ”× ,102 می‌توان نوشت: 1 
n‏ 


3 
E 53 < 


دب | د۱ 


log , (27) =? 2 مثال‎ 


3 
حل: 


8- -18۰1-- 03 (6)3 =3 هاگ = °( , ع10< ((3) , log , 27( =log‏ 
۴ سا ا 


13 
9 با استفاده از خاصیت‌های فوق» لو گاریتم‌های زیر را ساده سازید. 


a) 6-9,ع10‎ b) ۱0۵,34٩ 


3 رھ 


@ 


رابطه بین لو گاریتم معمولی و طبیعی 
با درنظر داشت قاعده‌های اين دو لوگاریتم یعنی اعداد 10و 6 با استفا ده از رابطة 


,08ا = × ,۲-102 ,1082 که »,9 و × اعداد مثبت و ,۶ خلاف یک باشند. 


اگ €= a‏ و b=10‏ وضع شود؛ بنابر آن: 


log „ x 

lo - گت‎ 

و 5 
میدانیم که ِ 0 ,1082 < log, x‏ 


,1082 < ۲ 10 
۲7 -<- 7 11 
اگر ع=ط و 4=10 وضع شود بنابرآن: و 
€ 108,0 
x = logx = log, 10826‏ ,1082 
logx =loge.In x‏ 
چون: 0,4343 = e‏ ,108 است بنابرآن: 
log x = 0,4343 ۰.18 x‏ 
مثال اول: می‌دانيم که ?= 114.69 را دریافت کنید. 
In x = 2.3026۰logx‏ 
حل: می‌دانیم که: In 4.69 = 2.3026۰10g4.69‏ 
In 4.69 <-2 ۰ 2-5‏ 
مثال دوم: قیمت 6,73 108 را دریافت کنید. در حالیکه 1,9066= 1۱6.73 باشد؟ 


حل: با استفاده از روابط گذشته داریم: 
6,4343.1n x‏ = ۲ 1082 


102 6,73 = 0,4343.1n 6,73 = 0,4343.1,9066 = 0 4. 


لو گاریتم‌های زیر را ساده سازید. 
a) 108,37 =? Db) log, 27=? c) l0g,4=?‏ 


5 


d) 10g,,,14641=? e) 1n672000 £) In0.00927 


(5 
( ۱۷ / 


کر کتر ستیک و مانتیس 


lo 2 0 5 0 1 Characteristic and ۷ ۵‏ 
می دانید که: ۱ 
log 5,01 log, 1000 =3 , 108,100 =2 , 102,41 =0‏ 
بوده بابر این بین تعدادارقام یک عدد و 50,1 log‏ 
9 


ل وگاریتم آن چه رابطه وجود دارد؟ 


log 501 


3 


تعریف 
می‌دانیم که هرعدد حقیقی مثبت به شکل ٩۰10"‏ = × نوشته شده می‌تواند. طوری که 
0 >1 ,7 یک عدد تام است. 
yy‏ 
=logs + nlog10 = logs + n‏ ورع10+ logx = log(s.10”) = logs‏ 
را در صورتی که 10 « ک1 باشد» قسمت اعشاری یا مانتیس ۱۵ یاد می کنند» ۸ یک 
عدد تام است که به نام مشخصه یا ک رکترستیک 57 108 یاد می‌شود. به خاطر باید داشت که: 


1< و و۱ > 0 
از رابطة بالا این نتیجه به دست می‌آید که ل وگاریتم یک عدد بین صفر و یک قرار دارد. 


ای فعلیت 


جدول زیر را تکمیل کنید. 


aT 3 7 0 0.602 0.845 1 1.390‏ 
۱20-0 10-10 7-10 4-0 10= 1000| "مر | 7 ۱001-10 7 10 - 0.001 | شکل توان دار اعداد 
log 1 10810 7 1082 20‏ 1 102 له شکل ل وکاریت 
3 ری 
210 810 9 و 
1 0.602 3 2- 3- لوکاریتم 


9 لو گاریتم اعدادی که بین 0و 10 بین 10و 100و بین ۰01 0و 0.001 قرار دارد مساوی به چند 


ا 


@ 


° آیا هر قدر که عدد بز رگ شود ل وگاریتم آن هم بز رگ می‌شود؟ 

٩‏ _لوگاریتم اعداد کوچکتر از 1 منفی است یا مثبت؟ 

از فعالیت فوق نتیجة زیر را می‌توان بیان کرد؟ 

اگر ۲>10 >1 باشد؛ پس کر کترستیکک(مشخصذ) آن مساوی نه صفر است. 

اک ۱00 >10 اشد ہس کر کترستاک ان مساوی به عدد ا آاست۔ 

اگر 1000>: > 100 باشد؛ پس کر کک آن مساوی به 2 می‌باشد. 

لو گاریتم هر عدد از دو بخش تشکیل گردیده: قسمت صحیح و مانتیس. 

قسمت صحیح را کر کترستیک و قسمت اعشاری را مانتیس می گویند. توان عدد 10 


ک رکترستیک لو گاریتم عدد می‌باشد و مانتیسا را از روی جدول به دست می آوریم. 


عدد نویسی به طر بقهٌ علمی ۱۵۵/10۲ Scientific‏ 


۳ - 7۷ در صورتیکه 0> 4 > 1 بوده و1 یک عدد تام است. 


مثال ]: اعداد زیر را به طریقهٌ عدد نویسی علمی بنویسید. 
b) 51326 c) 0.0028‏ 3 )4 
حل: 
a) 2573 -0*‏ 
b) 73216-10۴‏ 
28 28 


2-77 *2,8.10.10 = "28.107 < ست < --0.0028 )€ 
104 10,000 


w~ 


قاعده: اگر قسمت صحیح یک عدد خلاف صفر باشد؛ پس کر کترستیکک ل وگاریتم آن عدد 


مساوی است به تعداد ارقام قسمت صحیح, منفی یکك. 


مفال 2: کر کترستیک 108526.9مساوی به چند است؟ 
حل: قسمت صحیح عدد سه رقمی است؛ پس کر کترستیک آن 2 << 3.مي‌شود. 
کر کترستیک اعداد کوچکتر از یک» دارای علامت منفی بوده و قیمت آن یکی بیشتر از تعداد 


مثال3: کر کتر ستیکك 1080.002 مساوی به چند است؟ 
حل: 


1080,002 -10802.107( 
- 1082 + 77 
<- 1082-10810 21082 -3 


پس کر کترستیک آن مساوی به 3- می‌باشد. 


با استفاده از دو مثال فوق» کر کترستیک اعداد زیر را می‌توان دریافت کرد. 


ک ر کترستیک ل و گاریتم 
log89435 5-1 4‏ 
log 56.784 2-1 1‏ 
log 0.995 0-1 -1‏ 
log 0.0789 -1-1 2‏ 


اا 


کر کترستیک لو گاریتم‌های زیر را شفاهی بگویید؟ 
a) l0g0.9560 b) 60 c) log9560‏ 
d) log0.0009560 e) 5 (۱0۵ 5‏ 


جدول لو کار بتم 


قسمی که ما در درس قبلی دیدیم؛ لو گاریتم یک ۱۵0.501 

ار رد ترس رو اس 1085.01 

تشکیل شده است. برای دریافت مانتیس آن 1 7 ۱0501 
کا ۳ 

چگونه عمل می کنید؟ log501‏ 

طربقة دربافت مانتیس 


می‌دانیم که لو گاریتم هر عدد از دو قسمت صحیح و اعشاری تشکیل شده است؛ طوری که 
قسمت‌های صحیح يا مشخصه عبارت از توان‌های عدد 10 می‌باشد و مانتیس را از روی جدول 
لو گاریتم به قاعدۀ 10 که قبلاً ترتیب گردیده؛ استفاده می‌شود. این جدول‌ها تا هفت» بعضی تا پنچ 
و بعضی هم تا چهار و سه خانه اعشاریه ترتیب شده که نظر به تعداد ارقام تام اعشاری آن» 
جدول‌ها نام گذاری گردیده اند؛ مانند جدول‌ها چهار رقمی؛ پنج رقمی وهفت رقمی؛ برای 
ریات ما یک عدد مورد نظر ارقام عدد داده شده را از طرف چپ در نظر گرفته به استثنای 
یک رقم» طرف راست آن عدد را در جدول ملاحظه نموده که به کدام ستون رقم طرف راست 


عدد است .تقا طع سطر وستون عدد اعشاری مانتیس آن عدد می‌باشد. 


:1 مثال‎ 
log 765 =? 
108 765 =10g(7.65.107( 1 
- 1087.65 +7 
=1l0g 7.65 +2 


۱ 


کرفرتیک نیس 


@ 


در مثال فوق عدد 2 سارت از کر کترستیک می‌باشد. برای دریافت مانتیس سطر 76 را 


تحت ستون 5 ملاحظه نموده که به عدد 0.8837 مطابقت می‌نماید» یعنی عدد 0.8837 


5 6 17 8 9 


1 


0.887 0.8842 0.8848 0.8854 0.8859 


مثال 2: ?= 70.9 1٥8‏ را پیدا کنید. 
حل: 


5 6 7 8 9 


8482 8488 8494 850 8506 


76 0.8808 0.8814 0.880 0.885 0.8831 


9 


log 765 = 0.8837 +2 = 7 


log 70.9 =10g(7.09۰10( 
=1l0g7.09+log10' 
< 1087.09 +1 


۱ 0 1 2 3 4 


70 8451 8457 8463 840 8476 


برای دریافت ل و گاریتم 70.9 سطر 70 را تحت ستون 9 ملاحظه نموده که به عدد 8506 مطابقت 


می‌نمابد» بعنی عدد 0.8506 بوده که مانتبس عدد 70.9 می‌باشد. 


مثال 3 7= 0.0247 108 را بدست بیآورید. 


حل: 


log 70.9 = 0.8506 +1 - 6 


102 0.0247 -1080.47۰107*( 
< 1082.47 7 
< 1022.47 2 

log 0.00247 = 102 2.47 -3 


9 


سطر 24 را تحت ستون 7 ملاحظه نموده که عدد 0.3927 عبارت از مانتیسای مطلوب است. 


7 = 2- 0.3927 = 2 - 2,24 108 = 0.0247 108 
دادداشت جون ماس همنه منت امت پس ار کر کرستکته منفی باسد و خوام ته باشیم 


هر دوی آن را به شکل یک عدد مثبت بنویسیم علامت منفی را بالای کر کترستیکک می نویسیم. 


اد مایت 


۰ با در نظر داشت جدول ل وگاریتم ?= 1٥9280‏ را محاسبه کنید. 


108 0.0247 = 3927 -2 = 7 


2 3 ۲ 
مثال 4 با در نظر داشت جدول زیر لوگاریتم اعداد 15 , 105, 900 , + , 0.007 را دریافت 
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 اعداد 
<< 9 ج ما e‏ ۳ ای mM‏ 
| ۳۱۰ | تا ۱ | ۰ 
o 5 4 o‏ ح ۵ 3 < o a‏ اه 
ا 5 ه‌ o‏ رڪ 2 ك o‏ ك کڪ e‏ 


10815 = )3۰5( =10g3 +1085 = 0.47712 + 0.69897 2-089 
1082)105( < 108)5۰3۰7( < 1025 +1083 7 
= 0.69897 + 0.47712 + 0 
= 9 
1og(900) =10g(9۰107”) 1029+ 10810* = 0.95424 + 2۰1010 
= 0.95424 +2 
= 4 


e) - 10823 - 108 4 = 0.47712 - 6 


=- 4 
108)0.007( =1og(7۰10°)=log7 +1010 ° = 0.84510-3 
= 0 


@ 


سیر 


[-کر کترستیک ل وگاریتم اعداد زیر طور شفاهی بگویید و مانتیس آنها را از روی جدول دریافت 


1 ( 2 ( 
7 ( 8 (6 
0 (7 4 
h) 4‏ 4 (2 
2- قیمت لوگاریتم‌های زیر را بدست آرید. 
a) 108)2.73(* ( 2‏ 


@ 


انتی لو کار یتم 


Anti Logarithm 
log 481 = 2.6821 هرگاه ل وگاریتم یک عدد داده شده باشد چطور‎ 
log N =1,6580 می توان خود عدد را دریافت کرد؟‎ 


N=? 


۰ 


تعربف 
هر گاه ×  <‏ 108 باشد. پس لرا به نام انتی ل وگاریتم × می‌نامند؛ یعنی: × ۵7013108 = J‏ 
مثال: اگر 1.5315 10834 باشد انتی لو گاریتم 5 مساوی به عدد 34 است. 


E‏ لفات 


* اگر 2.8779 = 1082۷ باشد عدد N‏ را تعیین کنید؟ 
٩‏ کرکترستیک عدد مذ کور را نشان دهید. 
۵ در حدول مانتیس 8779 .0 به کدام سطرو ستون مطابقت دارد. 
از فعالیت فوق, نتیجه زیر را می‌توان بیان کرد. 
فنیجه: چون ک رکترستیک لو گاریتم عدد 2 است؛ مانتیس عدد سه رقمی است. آن را در جدول در سطر 
5 تحت ستون 5 قرار دارد؛ سپس از روی جدول عدد 75.5 = 7۷ است. 
مثال1: 2.9939 = ۷ 108است ۸۷ رابه دست آورید. 
حل. فسمت ماتیس لو گاریتم مربوطه یعنی 0.9939 را در جدول لو گاریتم دریافت می‌نماييم» می‌بینیم 
که در کدام سطر و ستون قرار دارد . این اعداد سطر و ستون را طوری یادداشت می کنیم که عدد مربوط 
عبارت از 9.86 است؛ یعنی مانتیس عدد 9.86 عبارت از 0.9939است. 
چون در سؤال فوق 2 به حیث کرکترستیک داده شده است ؛ پس تعداد ارقام صحیح عدد مطلوب 3 
است» سپس عدد مطلوب عبارت است از 986 < ۸۷ 
9 = 102986 
6 = 2.9939 717108 


0 0.9912 0.9917 0.9921 0.9926 0.9930 0.9934 0.9939 0.9943 0.9948 0.9952 
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9.8 

N 0 1 2 3 4 5 6 17 5 9 


مثال 2 0.9791 = N‏ 102 
حل:در این جا مانتیس 9791 را در جدول يافته اعداد مربوط به سطر و ستون را مانند فوق یاد داشت 
می کنیم؛ عدد مطلوب دارای ارقام 953 است؛ چون ک رکترستیک صفر است؛ پس عدد مطلوب دارای 

یک رقم صحیح است؛ یعنی: 
N >. 3‏ 
0.9791 = 9.53 108 
antilog 0.9791 =9.53‏ 


مثال 3: 3.0531- = 108/۷ باشد. قیمت ۷ را دریابید. 
حل: در این جا می‌بينيم که کر کترستیک و مانتیس هر دو منفی اند و در جدول مانتیس عدد منفی وجود 
ندارد. برای این که مانتیس را مثبت ساخته باشیم عدد 1 را با مانتیس جمع و از ک ر کترستیک منفی می کنیم. 


حال می‌توانیم به کمک مانتیس 9 ارقام عدد 2۷ را از جدول دریافت نمایم که عبارت اند از: 
5 کر کترستیک نشان می‌دهد که بین علامت اعشاریه و اولین 8 سه صفر قرار دارد 


N = 0.0085 
antilog(-3.0531) = 0.000885 پس:‎ 


مثال 4: لو گاریتم اعداد زیر را محاسبه کنید. 
a) 2 b) 0.2 c( 0.02 d) 0.0002‏ 
حل: 
a) 108 2 210‏ 
b) 1082 0.2 = 0.3010 -1 - 0‏ 
2.00 = 2- 0.3010 = 1080.02 (6 


d) 108 0.0002 = 0.3010-4 = 0‏ 
از مثال فوق» نتیجه گرفته می‌شود که مانتیس ل وگاریتم یک عدد تنها مربوط به ترتیب ارقام است در این جا تمام اعداد» 


دارای عین مانتیس 0.3010 اند؛ بنابرآن موقعیت علامۀ اعشاریه مانتیسای لوگاریتم را تغییر نمی‌دهیم. 


سین 


a) antilog(-5.0521) b) antilog4.9479 


@ 


انترپولیشن خطی 

2 Linear Interpolation 
NB, یک موتر تیز رفتار با سرعت متوسط در ظرف 30 دقیقه به‎ 
می‌رسد. بگویید که با همان سرعت ثابت موتر فوق به‎ 3 
شهر ۲ که در ین شهر 4 و 8 واقع است. در چقدر وقت‎ 


خواهد رسید؟ (A)‏ ۰ ?جه 


۰ ی ار = € 102 باشد طوری که 8 > ) > 4 است. 
٩‏ لوگاریتم 1086 در کدام فاصلة اعداد حقیقی قرار دارد؟ 

٩‏ به شکل تخمینی بگویید اگر 9,6 اعداد باهم نزدیک باشند؛ پس) 1082 در کجا واقع است؟ 
٩‏ قیمت‌های بین و 4 رااز روی وسط حسابی به دست آورید؟ 


از فعالیت فوق» نتیجه زیر را می توان در یافت کرد. 


فتیجه: عملیة دریافت یک عدد نامعلومی که بین دو عدد معلوم واقع باشد به نام انترپولیشن خطی 
a‏ 

هر گاه یک عدد پنج رقمی مانند عدد 5 داشته باشیم نمی توانیم لوگاریتم آن را از جدول 
چهار رقمی دریافت کنیم؛ پس لو گاریتم این قسم اعداد در صورتی که جدول پنج رقمی نداشته 
باشیم توسط طریقه انترپولیشن خطی دریافت کرده می‌توانیم. 


مثال 1: 1٥25.235‏ را دریافت کنید؟ 


حل: واضح است که این عدد در جدول لو گاریتم چهار رقمی وجود ندارد؛ اما می‌دانیم که عدد 
5 بین اعداد 5.230 و 5.240 قرار داشته؛ که مانتیس آن‌ها در جدول وجود دارد. 
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طوری زیر دریافت می کنیم. 
2-5 5.230 10 
log 5.240 = 3‏ 


چون: 5.240 > 5.235 > 5.230 می‌باشد. 0 log5.235‏ > 5.230 1082 
تس 3 < 1085.235 > 0.7185 
هر گاه × = 1085.235 وضع شود در آن صورت داریم: 0.7193 x<‏ > 0.7185 
تفاوت بین مانتیس‌های اعداد را در نظر می گيريم. 
ماس اعداد 
0.7193 5.40 
x 0.0008‏ 5.5 0.010 
d‏ 0.005 
0.7185 5.0 


در طريقة انترپولیشن خطی فرض می‌شود که این چهار عدد با هم متناسب اند؛‌یعنی: 
d 0.005 0.005۰0.0008‏ 
ELS‏ " 


4 × 7 ج - 
0.010 0.010 0.0008 
می آید. 0.719 = 0.7185 + 0.0004 
لین تر تی 9 = 5.235 log‏ 


مثال 2: 0.0007957 1٥2‏ را دریافت کنید؟ 


حل: می‌دانیم که: 
log 0.0007957 -108)007.957۰10*(‏ 
=10g7.957 + ۴‏ 
0 - 107.957 < 
1087.957-4< 
کر کترستیک آن 4-است. 


عددی 7.957 در جدول لوگاریتم وجود ندارد؛ اما لوگاریتم 7.95 و 7.96را از حدول دریافت 


مک 
009 = 1027.96 
04 = 7.95 102 


چون: 7.960 > 7.957 > 7.950 است؛ پس 1027.960 > 1087.957 > 1٥87.950‏ هر گاه با 


درنظرداشت ‏ = 7.957 108 ل و گاریتم آن را توسط انترپولیشن خطی دریافت می‌نماييم. 


لو گاریتم‌ها اعداد 
0.9009 7.96 
0.0005 1 7.957 0.01 
d‏ 0.007 
0.9004 7.950 
d4 0.007‏ 
0.01 0.0005 
0.007 


d = 0.0005. = 0.00035 ~v 0.0004‏ 
0.01 
حا لا قیمت 4 را با مانتیس عدد کوچک جمع می کنیم. 


0.9008 = 0.0004 + 0.9004 
در نتیجه مانتیس تخمینی ل وگاریتم عدد 0.0007957 حاصل می‌شود. 


log 0.0007957 = 0.9008 - 4 = 4.9008 


مثال 3: انتی لوگاریتم 4 را دریافت کنید. 
حل: هرگاه 4 71108 = x‏ وضع شود × را باید دریافت کرد. از رابطة فوق. نتیجه زیر را 


می‌نویسیم: 
4 4+4 = 4.5544 = 7 108 


- 108)/.10*( > 1۱02+ 10210۳ =logt +4 


@ 


است و انتی ل وگاریتم آن‌ها را دریافت و به کمک انترپولیشن قیمت × را دریافت می کنیم. 


مانتیس‌ها 

0.5551 

0.5544 0.0012 
0.0005 

0.559 
= 0,0041667 


برای دریافت ۶ قیمت 4 را با عدد کوچک جمع می‌کنيم. 


0.0005 0,00005 
0.0012 0,0012 


اعداد 

3.9 
0.01 7 

۳ 

»# 5 


0.01 0.0012 
d=0.01- 


d < 0,2 


1 < 3.58 + 7 = 3.58 + 2 


= 2 


logx = log(3.5842۰10“) 


logx =log35842 


وقتدکه لوگاریتم‌های دو عدد با هم مساوی باشند خود اعداد نیز با هم مساوی اند؛ پس: 


ا ری 


در سوالات داده شده اعداد را دریافت ۱ 


b) ۰-9 


1 <- 2 


a) 2 -2 2 


معادلات | کسپوننشیل و لو گاریتمی 
Exponential and logarithm equations‏ 
آیاتابه حال در بارۀ حل معادلات که به شکل 
log,(x -1( =3‏ 


1 
—X-2 

2= 5 و 3= (1- ”)ر108 باشند. فکر کرده اید؟ 
معادلاتی که که دارای توان مجهول باشند به نام معادلات اکسپوننشیل یاد می گردند. برای دریافت 
مجهول اگر توانستیم قاعده‌های هر دو طرف را با هم مساوی سازیم از قانون طاقت نما 
( اگر قاعده ها یا توان‌ها با هم مساوی باشند) استفاده می کنیم. 


مثال1:. 232 2۳ 
حل: قاعدۀ هر دو طرف معادلات را یکسان می‌سازيم. 


مثال 2: معادلةٌ اکسپوننشیل *2- "8 را حل و امتحان کنید؟ 
7 ا و جح 9 ك E‏ 


حل: چون قاعده‌ها باهم مساوی اند بنابرآن توان‌ها نیز باهم مساوی می باشند. 


38x -1( =4‏ 
و ر ڪڪ و 
e‏ 7 =9 
9 
1-1 
gE‏ 
4 4 
امتحان: 23 اک ع نک لد ان 
*- *2 جح 


ال قات 


۵ از معادلة 647 = (16) قیمت × دریافت کنید؟ 

معادلات لو گار یتمی: افاده‌های لو گاریتمی که در آن مجهول موجود باشد به نام معادلات 
ل وگاریتمی یاد می گردد و برای اف قیمت مجهول بک معدلا ل کا ی اول ادل داده 
شده را نظر به قوانین و قضایای لو گاریتم ساده ساخته ؛ سپس در مطابقت به قوانین الجبری و با 
معادلات نمایی می‌توان قیمت مجهول را محاسبه کرد. مثال‌های زیر نمونه‌های از معادلات 
ل و گاریتمی را نشان می‌دهد که در اثر قوانین مختلف قیمت مجهول محاسبه شده است: 


مثال ا از معادلةٌ لو گاریتمی زیر قیمت ۶ را دریافت کنید: 23 (1- )108 


102) -1( =3 
x -1] =2 


حل: به شکل نمایی می‌نویسیم: 9= × ج 1+8= ”× 
3= > ۰ 


مثال 2 قیمت × رااز معادلة 9 ,ع210 = (2+ )ر108دریافت کنید. 

حل: 
log,(x + 2( 2 2,9‏ 
=log, 97‏ (2 +۲ ,108 


21+ > *9- 7+2 
ور ور کر ال کا کی 


مثال 3: قیمت × را از معادلة 4<0 پر 108 +5 3-108 ۲-108 108دریافت کنید 
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حل: با استفاده از ضرب و تقسیم ل وگاریتم اعداد می‌توانیم بنویسیم. 


ا : ا 4 اه 5 3+108 108= log x‏ 


مثال 4 از معادلۂ 1+ × = (2 + 1٥8,)37‏ قیمت × را دریافت کنید؟ 
حل: معادلهٌ فوق را به شکل طاقت می‌نویسیم: 
227+ 37 ج 2+1 (2 + 37 log,‏ 


32* -3** +2 - 0 > 3* -3-3 +2 -0 
(3) -3.3" + 2-0 lT 


OO )-1(6-2( -0‏ :22-3 
1 0 11 
2= << 1-2 
0 ر و وا و 
2 2 2 ۲ هب 22 *3 

مثال 5:از معادلهٌ 1= (-)2108-(36 + 1080۲7 قیمت × را دریافت کنید؟ 

حل: 

108207 + 36( -2108)-0( =1 


108) +36)-log(-x)” =1 


2 2 
اک ر 
0 99 


×7” +36 < 102 10×” - ×” -36 =0 
9x” -36 =0 
9x =6 


x =4 


چ رن 


از معادلات نمایی و لوگاریتمی زیر قیمت × را دریافت کنید؟ 


2 = رد بل < 2 ,2+ - ۹ 
ا 


a) ۱ -1 
2 -1 < 


d) log, 


3=4+ یماد 9 
> 


استفاده از لو گاربتم در اجرای عملیه‌های ر باضی 

آیا با استفاده از ل وگاریتم عملیه‌های ربا ضی را 

انجا م داده می‌توانیم. 8 28 
9= 78.8 
1 3.17.88.2 


دریافت حاصل ضرب توسط لو کار یتم 
حاصل ضرب دو یا چند عدد را به کمک ل وگاریتم؛ بنابر قانون ۷+ ۷ 1۱02 - 1/۰۷ 1082 
دریافت کرده می‌توانیم . 
مثال: می‌خواهيم که حاصل ضرب 3.17۰88.2 را به کمک لو گاریتم دریافت کنیم. 
حل: بنابر قانون ضرب نوشته کرده می‌توانیم. 
log(3.17۰88.2) < 1083.17 +2‏ 
6 = 1.9455 + 0.5011 = 


دیده مسی‌شود که مانتیس 0.4466 درجدول وجود ندارد؛ اما در بين مانتیس 
های 0.4456 , 0.4472 قرار دارد. 
از جدول دیده می‌شود: 
anti log 0.4472 = 2.80‏ 
antilog 0.4456 = 2.79‏ 


ما اعداد 
فرق مانتیس‌ها 0.4456 2.79 
0.0016 0.4466 7 0.01 
| 0.4472 2.80 


@ 


d4 6‏ 
ارس || فد 2 س 
e‏ 6 0.01 


_ 0.01-0.0006 _ 0.0006 
` 0.0016 0.0016 

= 2.79 + 0.00375 -5 

log x - 10802.79375۰10*( 

× == 5 

anti log 2.4466 = 279.5 

3.17-88.2 = 5 


= 5 


آ یا می‌دانید؟ 
برای ضرب دو یا چند عدد» نخست» حاصل جمع لو گاریتم‌های آن ها را حاصل می کنیم و سپس 


ااا فالیت 


9 حاصل ضرب زیر را با استفاده از ل وگاریتم دریافت کنید. 

۰ 02۰ 74.2 
دریافت خارج قسمت ها به کمک لو گار بنم 
با استفاده از قانون چهارم لو گاریتم ۷ - 102۱4 - 108 ما می توانیم که خارج قسمت یک 


4 را به کمک ل وگاریتم حاصل کنیم . 
حل: =l0g8750-l0g.9‏ ا 
از جدول لو گاریتم داریم: 
3.0 = 8750 108 
8 = 1083.49 
2 = 0.5428 - 3.9420 = 1083.49 - 8750 108 


@ 


در حالیکه 2507 = 4/7//1083.3992 است؛ بنابرآن 6 e‏ 


زد فايت 


9 حاصل تقسیم زیر را با استفاده از لو گاریتم دریافت کنید: 
34 
16,2 


آیا می‌دانید؟ 
جهت دریافت خارج قسمت دوعدد» نخست لوگاریتم مقسوم علیه را از لو گاریتم مقسوم تفریق 
کرده؛ سپس انتی ل وگاریتم این فرق را که عبارت از خارج قسمت مطلوب است» حاصل می کنیم. 


دریافت طاقت ها به کمک لو گار یتم 
دریافت طاقت‌های که نماهای آن‌ها اعداد مثبت تام یا کسری باشند از قانون سوم ل وگاریتم 
استفاده می کنیم. 
مثال: می‌خواهیم که قیمت (1.05) را دریافت کنیم. 
حل: 
 61081.05 = 6۰ )0.0212(‏ 05(۴. 10801 
22 >= 
بنابر آن 1.30= 0.1272 antilog‏ 


به یاد داشته باشید برای دریافت قیمت یک طاقت» نخست لو گاریتم قاعده را به 
نمای آن ضرب می کنیم. انتی ل وگاریتم این حاصل ضرب» عبارت از قیمت طاقت است. 


فالیت 


2 


۰ لوگاریتم ?= (694) 


رین 


2 حاصل ضرب‌های زیر را با استفاده از ل وگاریتم دریافت کنید: 


0.097۰7.78-1 
2- حاصل تقسیم‌های زیر را با استفاده از ل وگاریتم دریافت کنید: 
در و 4322 
137 25.1 


2 


3- با استفاده از ل وگاریتم ۳ را ساده سازید: 


نکات مهم فصل پنجم 
۵ ۵ ۵ 6 ۵ ۵ ۵ ۵ ۰۵ ۰ ۵ ۵ ۰ ۰ ۰6 

تعریف: هرگاه ۵ یک عدد مثبت و 1 ۵ باشد "0 = (0) را به نام تابع اکسپوننشیل به قاعدۀ ۵ می‌نامند. 

خواص توابع اکسپوننشیل 

با استفاده از معلومات قبلی خواص توابع اکسپوننشیل را به شکل زیر بیان می کنیم: 

۰ در هر تابع اکسپوننشیل ناحیةٌ تعریف اعداد حقیقی و ناحیة قيمت‌ها اعداد حقیقی مثبت است. 

۰ قسمی که ناحيةٌ تعریف هر تابع اکسپوننشیل برای هر × , 0 < (7)00 است. 

۵ هر تابع اکسپوننشیل تابع یک به بک(10[601176) است. یعنی برای هر ر× ۶ × همیشه 
(x) f (x>)‏ 

گراف هر تابع اکسپوننشیل از نقطه (0,1) می گذرد. 

۰ گراف‌های توابع اکسپوننشیل ۵ =(×) £ , ٩‏ =(×)ع نظر به محور ل متناظر اند. 


لوگاریتم 
تعریف: ل وگاریتم عبارت از طرز ارائۀ نوع دیگر از طاقت می‌باشد و یا این که محاسبهٌ توان مجهول را 
به‌نام ل وگاریتم یاد می کنند. ×= ,108ج و yJ‏ 


تابع لو گار یتمی: معکوس تابع اکسپوننشیل به نام تابع ل وگاریتمی یاد می‌شود. 

خواص تابع لو گار یتمی 

1- ساحۀ قیمت‌های تابع ل وگاریتمی ست اعداد حقیقی مثبت می‌باشد. 

2- قسمی که 0-<108,1 است برای هر قاعده اختباری می‌باشد؛ پس به این اساس تابع لو کار کہا 
یک جذر حقبقی 1 ود دارد. بدین ترتیب. گراف تابع ل و گاریتمی در سیستم مختصات قایم از 
نقطه (1.0) می گذرد. 

3- هر تابع لو گاریتمی تابع یک به یک است» یعنی برای هر × ۶ ×همیشه (و2)/ ۶ () | است. 

4- گراف‌های توابع لوگاریتمی ,108 (×) £ و × ,2108 ()2 نظر به محور × متناظر اند. 

انواع لو گار یتم 

ل و کگاریتم معمسولی(عسام): لو گاریتمی که قاعدۀ آن عدد 10 باشد به نام ل وگاریتم عام یا 


ad 


BS S1‏ نامیده می‌شود» که به سمبول 1082 نمایش داده می‌شود. 


لو گار یتم طبیعی 


ل وگاریتمی که قاعدۀ آن 6 است به نام ل وگاریتم طبیعی یاد گردیده و طور زیر نشان داده می شود. 


log, x < 
۳6 


قوانین لو کاریتم 

قانون اول: 1< 4 , 102 

قانون دوم: 0 < 1 , 108 

قانون سوم: ( ,۱08 + × ,2108 (.۲), 108 
XxX‏ 

قانون چهارم: ( ,۲-108 ,108 = - ,108 
y‏ 


قانون پنجم: × ,21108 "× , 108 


تا KK‏ 1 
TE‏ 
log‏ 
قانون هفتم: 77 ,ع10< ° 
ریت م »8 02 


کر کترستیک و مانتیس 

کر کترستیک: هر گاه +1٥5‏ = 108 ,10> 5 ک1 باشد 1 یک عدد تام که به نام مشخصه یا 
کر کترستیک یاد می‌شود که از روی خود عدد تعیین می‌شود. 

مانتیس: قسمت اعشاری (1085) به نام مانتیسا یاد می‌شود که از روی جدول تعیین می گردد. مانتیس یک 
عددی مثبت بین صفر ویک قرار دارد. 

اننی لو گاریتم: هرگاه = ,108 باشد؛پس 7رابه نام انتی لوگاریتم ‏ می‌نامند؛ 
یعنی: × 1011108 = J‏ 

انتر پولیشن خطی: اگر یک عدد نامعلوم بین دو عدد معلوم واقع باشد به کمک آن اعداد معلوم 
می توان عدد نامعلوم را دریافت کرد. در این صورت این طریقه به نام انترپولیشن خطی یاد می‌شود. 
معادلات نمایی و لوگاریتمی 

معاد لات نمایی: معادلۀ که دارای نمایی مجهول باشد به نام معادلهٌ نمایی یاد می گردد. برای دریافت 
مجهول از قوانین طاقت ها استفاده می کنیم. 

معادلات لو گار یتمی: افاده‌های لوگاریتمی که در آن مجهول موجود باشد به نام معادلات لوگاریتمی 
یاد می گردد. 

عملیه‌های رباضی به کمک لو گار یتم 

- دریافت حاصل ضرب به کمک لوگاریتم 

- دریافت حاصل تقسیم به کمک لوگاریتم 

- دریافت طاقت به کمک ل وگاریتم 


@ 


۸ 


سوالات زیر را به دقت خوانده برای هر سؤال چهار جواب داده شده جواب درست را دریافت و 
دور آن را حلقه نمایید. 


2 1 
1“ عدد لو کاریتمی () ور 108 مساوی ات به - 


2۱-4 3 n 
قیمت 0 عبارت است از:‎ 1٥8, 1 در رابطۀ‎ -2 
a) : b) 81 c) N81 d) > 
عبارت است از:‎ 1٥ع‎ 81-1٥2 0,01 =? قیمت افادة‎ -3 
a) 0 b) 4 €) 6 d) 9 
قیمت × در معادلة 1083= 27 10818-108 مساوی است به:‎ 4 
22 2 (3 924 #( 5 
عبارت است است:‎ 108,16 <-7 -5 
a) 4 b) 3 6 9 d) -4 
عبارت اک از:‎ log, 125 -6 
5 
23 9-3 94 4) 5 
الست ار‎ N 7 
2 
1 1 
b) -— 1 d) -1 
a) 2 ) 0) ) 


بو در مادك 9= 3 عارت است ار 
a) x=-3 b) x=9 c()x=-9 1 ( ۷ 3‏ 
9 مشخصة 234,21 108 عبارت است از: 
a) 0 b) 1 6( 2 d) 3‏ 
10- معکوس ل وگاریتم یک عدد. مساوی است به: 


1 
کدام ( __-- 1 
هیچ کدام ( ۳۳ ۷ (» 


02 
۳0 


سوالات زیر را حل کنیں؟ 


1- در معادلات زیر قیمت × را دریافت کنید: 


a) 2۳ ِِ E b) 8 E 

c)log,(x +2) = 2log,9 d) 16%" = 64b 

7 7 £) logNx+ =1- log» 
g£)lo0g(4x -3( = 2-0 h) 102۰) -1( - 1082) -2) 2-2 


2- افاده‌های ل و گاریتمی زیر را با استفاده از قوانین ل وگاریتم ساده سازید: 
7 ك 


و ابر 1( 
۳ ۹ )۱0۵( 


0 2 ۾ 108( 
1- لوگاریتم‌های زیر را محاسبه کنید: 


a)108, 3/4 =? b)log, 2‏ 
?= 10 م108 )€ ۱02/2۶( ?= 10201/100( 
0,1 
9 انتی لوگاریتم‌های زیر را دریافت کنید: 
a) 0 b) 0.8954 °) 4.5682 d) 7‏ 
5 ل وگاریتم هر یک از اعداد زیر را دریافت کنید: 
b) 91 °) 65.3 ( 02‏ 0 )4 


4- به کمک لو گاریتم» حاصل ضرب اعداد زیر را محاسبه کنید: 


a) 0۰52۰9 b) )0,0062(۰)-34,8(‏ 
5- خارج قسمت‌های داده شدة زیر را با استفاده از لو گاریتم در یافت کنید: 


a) 0.888 + 6 (13+ 7‏ 
6- هر یک از افاده‌های زیر را به کمک لوگاریتم دریافت کنید: 


a) (7.42) b) (84.72 0۳/418 d) 1 


2 


جدول لو کار بتم که مانتس آن» چهار رقم اعشاری دارد 


۱ 0 1 2 3 ۸ 5 4 7 8 9 


۱ 
| سس 
5 


410100 0043 0086 0128 0۵ 0213 0253 ۵9 (334 ۷ 


1.1 41414 0453 ۷40۲ و۱5‎ O50? ۱۱6/۲ 6۵۷5 NGS ۲۱۱۷۸ 55 
۱2 û12 08۵ QRH 0209 093+ 02983 1004 108 102 ۹ 
۱۳ 1139 1173 1206 1239 1 1.01 1335 1367 1399 0 
1.4 Gl 4F 152% 135 T58 1011 ۱11 6 ۱: ۸ 
1.5 ۱ 1:61 ۸ 1818 ۱84: ۵3 5 ۱۳5 ۱۱ ۱5۸ ۱۸۶۴ 14 
lé | AMI 28 25 2۱3 8 2125 2101 1227 2254 220 
1: 3304 2350 3355 2380 +5 3430 3455 21480 2504 9 
۱.38 255 5T7 امه‎ 625 18 2621 2095S 2158 ۶۳1۸ ۵5 
18 مر 28 2810 2۳8 ب‎ AB 3900 3925 2945 29007 2929 
2-0 GOM AO MM 024 AO 3H8 3139 30 3۱8 1 
2.1 32221 3243 3230353 3284 3304 A4 34S اب 385 وف‎ 
2,2 324 4 464 485 32 1521 351 3500 450 H508 
23 201۶ 30%6 3655 374 دورد‎ 3711 3719 3747 30 4 
24 3801 380 J536 2556 4 فا و‎ HDD DAT SOLS SZ 
ني 40:۶ 4014 299۲ 2929 7 را‎ I65 40%2 4099 4:16 5 
2.6 4] 51 4۲۵6 ۱۱۸۶ ۱ ۸ 1242 1249 و‎ 
27 4311 4330 AH 4302 47 435 44۳ 05ج‎ 440 10 
28 3477 87ید‎ 45027 451% + 151۲ 13 1579 254 0 
2,9 46۵21 a65 ARS AGG} 3 (938 A714 ۰224 4T2 37 
3.0 41۱ ATS ABOU ۷ 38/5 ARS 891 AKO A900 
3.1 4911 ولو‎ 4942 4955 67 3984 4 5011 5024 8 
3.2 5051 SOS 3079 5۱4 5 SY 5: AAS 5۱5 2 
3.3 3185 ۹۱9 £21 5224 257 $250 5303 3376 5284 302 
34 33115 3328 22140 5ۆێ5‎ 5566 i7S تلالد یج‎ 56 28 
3.5 3441 8453 54653 $78 2-490 5502 5514 5537 3539 او‎ 
34 3363 5515 ادج 8دک‎ 1 56:۲ 5645 SOFT 565 رود‎ 
347 دود‎ 3013 ٩:45 ٩۳۱۶ 9 FAN 8۳32 STO 5775 زد‎ 
38 2794 5809 5421 5532 دی‎ 3855 59۵6 FET SSN 0 
39 591۱ SDA? SIS 5 55 II تک‎ EOS اد‎ ONO 
4;0 6021 603l G64ê 65۶ 4 602 4085 o0 oll? ۲ 
41 6128 GAR 0۱9 ۲۱0 OT 6180 189۶ 620: 63:24 32 
4,2 %232 602345 8625+ 6263 4 ۵394 ۵4 4304 3۱ BSS 
43 6155 6315 6355 ت63‎ 5 AKS 053 6۵105 (4 5 
4.4 35 44 (G5 G40 تج‎ û44 4495 65035 0513 022 
4.5 4332 06542 053L ا‎ fia0 590 انب دی‎ ۸ 
46 64628 637 0۵44 OG REGS 6075 GOH 6693 ۳02 O13 
47 5۸: 65 6730 و نصا ۵ 67۱ قرو موجن‎ ۱ oS 
4.4 ۳۱2 6821 (۲ 03 4 857 OG ده‎ 48 6893 
49 692 911 0930 69213 7 o05 6۸55 اي نان‎ 81 
5.0 i99) (OOS FOO? FO 7023 7035 7042 7050 7059 7 
5: UT ۲084 003 710۸۱ TILO 511۴ ۶۱۵6 715 2۱4134 52 
| 52 1402 IGOR ۸۱۳7 TIRA 3 7202 210 7218 7226 25 
] 53 7243 T25! 7259 7267 5 ۳384 20 لاو‎ 730 H6 
54 2:14 TEZ TS 7348 55 Fal فد‎ YARO TIRS F390 


X583 
SIS 


XM 
SST 
Ady 
336 
8713 


482 
A454 
3013 
21:1 
9035 


9019 
9] 
(1 
23,۸ 
۵ 


931) 


A) 
a40 


983 


E 
25 
1517 
NL 


10 


7830 
71 
HO 
2044 
39 


NI? 
8248 
RH? 
A4 
3439 


8300 
A30 
A821 
El 
TI 


879, 
۶93 
IO 
EEE! 
HU 


ra 
۱133 
YÎ ۱ 


و ۵( , 


اد 


337 
9385 
135 
9381 
SE 


۷: 
J538 
75 
722 


FR 


2811 
559 
1003 
I44 
2991 


7 
olê 


822 
13 
973 
+1 
23109 


8176 
A241 


JH 
I330 
0 
131۹ 
932% 


957a 
92 
er1 
I? 
9۵65 


809 
9831 
899 
9913 
۳۹ 


8 ف‎ 
۲۰۱135 7451 
23 ید‎ 
۶51 64 
F672 ۷ 
2245 FSB 
181۷ 5 
1889 ۰ 
1929 6 
۸۱۱9۸ 8035 
204% ۸ 
811۵ K6 
RIAN. 2335 
وم 5ة‎ 
HAST SU 
SI B420 
NIS? 6 
83545 AA 
FS ول‎ 
i3 RY 
و8‎ 7 
87/۷1 5 
۸85 A12 
ERIS #4 
توق یرنه‎ 
aû Uris 
9054 ۶ 
II4 7 
9035 ۷ 
27 9221] 
1۱69 ۵5 
UA} 2۵5 
9370 5 
۷۱۵۱۱ 4+۵5 
۱46۵9 11 
YR + 
9500 ۷ 
(#14 53 
Rl ضض‎ 
GFN 5 
95 y5 
2801015 RIS 
DE15 0 
اب یج‎ 
YY 8 
9974 998: 


3 4 
۲12 کلم‎ 
1505 SS 
۱5۸ 54 
FEF ۷ 
۸7:۱ 8 
TRONS SID 
7575 2 
دور دابا‎ 
۸۸۱4 1 
202 ROR 
31140 S56 
8215 S223 
8281 RIST 
54141 B351 

4 413 
31:0 70 
8531 £557 
A5} WSF 
5T ROT 
۸:۱ 16 
8:0 7 
8825 51 
3 7 
۶058 ۵43 
A993 ROY 

5,4 7ي 
YIM ۵‏ 
915 9154 
12 ۱۸۸۱۱6 
4 9258 
0Y 5‏ 
5 93640 
6 ۱۵ 4۱1 
5[ 9460 
5 9504 
FIN‏ 537 
904 605 
QHD ۲‏ 
JO 03‏ 
۱ :95 
5 9۳01 
1 9836 
FHKE‏ 9881 
ê. 90‏ 
Y0‏ 9954 


۳۰ 


1 2 
1213 110 
Jh? FAN? 
F56 T5 
2014 74 
7716 F23 
18 ۶ 
2 لار/9‎ 
10۱ 38 
AO) ۰ ۷7 
Ali) S075 
RI 31422 
8203 f2 
KIbT Br 
۵31 مج‎ 
5395 ۲1 
8457 R0! 
551 RSS 
8۸5/9 4 
40 5 
26016 04 

756 202 
58 1 زج‎ 
RSF 6 
8337 4 
AIH! 7 
YI 7 
۱ ۵ 
o43 9|49 
196 920 
4218 255 
4294 9301 
935 0355 
۱۱400 9405 
AN 4455 
+10 ج959‎ 
4317 0552 
95905; ۸ 
۱۱۱ 7 
9030 ۸ 
۷7:0۵ 1 
TA 
وه‎ OR 
٩۱ 7 
9917 21 
۱۷۵61 ۵5 


1 
183 
ناد 
03 


FIO 


R2 
8253 
7921 
993 
RNS 


8121 
3105 

201 
I5 
SSS 


اون 
,1 | 
R573‏ 
8633 
Kê‏ 


ات 
2204 
AAS‏ 
5921 
HOT‏ 


03i 
Lik 
9138 


۱ 
10101 
93453 
924 
445 

ROE 


94145 
194 


2ا 
390 
EE!‏ 
5 | 
1 ` 


Q77 
823 
9 
اا‎ 
۱! م29‎ 


N? lan چا‎ cn 
رن ج لحه هة تس‎ 


د2 ا 
ی( نا < 


وخ دهد ۵ مس ی لا ظ 


اج NNN‏ ید ید لد لد ید OE‏ 
کت i‏ یداه ات 


tin hN 


00 som Mam 
بک کڈ وم‎ ۰ 


هه دنه همه مره ۵ 0 
ادا : 


ا ید و مه 


متریکس‌ها 

Matrixes 
تصویر ساختمان چند طبقه‌یی را درنظر گرفته هر‎ 
ساختمان چند طبقه دارد بشمارید در شکل مقابل‎ 
مسی‌تسوانیم کلکین‌هسای تعمیسر بسز رگ را‎ 
بشماريم (25 < 5۰5) تعداد کلکین‌هماو تعداد‎ 
طبق‌های تعمیر کوچک را بشمارید.‎ 


لل هلت 


© در سیستم مختصات قایم نقطة (,)۸۸ را تعیین کنید. 

٩‏ متناظر نقطة (,)/1 و ('ر,'×)'1 رانظر به محور × تعیین کنید. 

٩‏ رابطةٌ فوق را به شکل ضرایب بنویسید. 

۵ تمام مراحل فعالیت فوق را برای نقاط ۲ و متناظر آن ۳ نظر به محور ۷ و ؟,' 5 (متناظر 


آن) نظر به مبدأ کمیات وضعیه انجام دهید. 


بعد از انجام فعالیت فوق نتیجه زیر را می‌توان نوشت: 


1 0 


3 1 


9 


0 1 5 
اما جدول ۱ ۱ یک وسیلۀ جدید است که برای اولین مرتبه به آن رو به رو می‌شوید. به 


0 1 0 1- ۵ 1- 0 ۱ ۱ ۱ 
همین ترتیب " ۱ 2 ١‏ ا ر ] هر یک از تقاط ۶ و کرک یک وسا 


تبدیل نقاط است. 
@ = 0 1- 0 1 
رد ما زد ما (د وا 


تعر یف: هر گاه دسته‌یی از اعداد یا اشیا به شکل سطری و ستونی دریکک جدول مستطیلی قرار داده 
شود. به نام کی باد می‌شود. 

هر یک از اعداد» C,B,A E ET‏ مه زا رای تدای 
متریکس وحروف کوچک. برای نمایش عناصر شامل متریکس به کار برده می‌شود. 


هر کدام از جدول اعداد در زیر یک متریکس را مشخص می کند. 


4 سطر او - - 1 سطر اول  4-(--‏ 1- 2 
سرخ 2 7 3 ۰ سطر دوم -- -2 ] سطر دوم 77 -5 3- A=‏ 
پترتو ری تترتویه ۱ 2 4- 
OY Yh ۱‏ ۲ 
ترتع ستون سوم ستون دوم ستون اول 


به طور کلی اگر 4 عنصری واقع سطر 1 ام و ستون ژ ام یک متریکس باشد آن را به شکل 
diy‏ نشان می‌دهیم که 7 ۰ اعداد طبیعی بوده و به ترتیب مشخص کننده شمارة سطر و ستون 
می‌باشند. ووا ال و دوو اک1 

مر جر مره dı‏ 


4 dı وله‎ Q23, 


dr, @ a 


m1 “m2 mn 


مرتبه با درجة یک متریکس 

اک تعلاد سط ‌های مر یگس ۵ب اوی به 19و تعداد وهای آن مساوی به باشد 
می گوييم ۸ متریکس از مرتبه (۳×7) و خوانده می‌شود 10 در 1 است و می‌نويسيم: 
زر )4 تعداد سطر و ستون هر متریکس را مرتبه یا اندازث آن گویند. 


3 


لل ايت 


2 مره هر نک از مریکس‌گای زیر را تی کا 
نق. 2 


1 
2 3 4 a b 
1 5 6 c dû 


2 1 
توجه کنید اگر ۸ متریکسی با یک سطر ویک ستون باشد؛ یعنی ر (×) آنگاه متریکس ۸ به 
عدد داخل اش مساوی است. 
مثال: متریکس‌های زیر را به صورت جدول مستطیلی بنویسید. 
Db) (4; )3x2= (J 3x2‏ رو( + )2 ورو(رر۵) )۵ 
حل: برای حل هر یک از مثال‌های بالا نخست صورت عمومی متریکس خواسته شده را 


می‌نویسیم» صورت عمومی متریکس جزء 2 یک مر بهس 2<2 است؛ بعنی: 
1 ۳ 
dı 2‏ 


1+7 جر 
22+2<4 رره , 2+1=3= a‏ , 223+ < وه , a=1+1=2‏ 
3 2 
در نتیجه» متریکس خواسته شده عبارت است از: 1 
جزء 0) شکل عمومی متریکس %2 است» بعنی 3 سطر و 2 ستون دارد؛یعنی: 
d1 2۳‏ 
d22‏ 21 
432 431 


3-13= رپ , 2.12عرره , 1.11 a‏ 
3-2=6= 4 , 2۰2-4 وره , 0-1۰22 


A A2 1 7‏ 
در نتیجه متریکس خواسته شده عبارت است از: شا ان ت 
d32 3 6‏ 431 


دو متریکس هم مرتبه را زمانی مساوی گویند که عناصر آن یک به یک مساوی باشند. 


0 


2 1- 2 0 
متالل 1 2 1 1 این دو مریکس وت مساری ہے مرن که > . b=2‏ 


1 
اد سک (2 1 ر باهم ساوی اد اه ؟ چرا؟ 


رین 


1 -مرتبهة متریکس‌های زیر را بنویسید: 


4 2 1 
2 ۵ ۱۲7 
4 0 1- 
لا تن 3 
2 -متریکس‌های زیرا را به شکل جدول مستطیلی بنویسید: 
/ 2 
a) )2:+3( 33 2 ۳‏ 
J 3x3‏ 


انواع متریکس‌ها 


9 

متریکس‌های شکل مقابل چند سطر و چند ستون 3 
دارند؟ 6( 
ج ( 6 5 4) 
آیا تمام عناصر متریکس صفر شده می‌تواند؟ 2 
ر 1 

|o 0 

16 0 


1-متریکس سطری ۱۷1۵/۲1 :8٥۷‏ متریکسی که تنها دارای یک سطر باشد. آن را 
متریکس سطری گویند؛ طور مثال پ,( 0 9 5 4=)4 
2 - متر یکس ستونی ۷20۲1 010۳70۳0/: متریکس که تنها دارای یک ستون باشد آن را 


متریکس ستونی گویند؛ طور مثال: 3 <4 
3x1‏ 
3 -متریکس صفری 1۷1۸)۲1۲ 26۲0 متریکسی که تمام عناصر آن صفر باشد. آن را 
متریکس صفری نامیده و به سمبول Oe‏ نمایش می‌دهند. 
0 0 


ِ 0 0 0 0 ت‎ 
2 0 0 3x2 


4 - متریکس مربعی ( ۷۲۵0۲1 9002۲6 ): هر گاه در متریکس مانند ۸ تعداد سطر هاو 
ستون ها مساوی باشند (7 = )متریکس را مربعی گویند؛ طور مثال: 
4 3 1 
9© ی 5 إ4 
2 0 1- 
هر متریکس مربعی دارای دو قطر می‌باشد» قطری که عناصر آل ,۵ , ...۵,4,۰ باشد قطر 
اصلى ۱۵۵09۵1( ۱۷۸۱و قطری که عناصر آن بر ..., ,۵ اش قطر فرعتی 


Minion Diagonal‏ می‌نامند. 
C9‏ 


٩‏ متریکس‌هایی را بنویسید که مرتبۀ آن‌ها ۰1×3 4×1 باشند» چه نوع متریکس‌ها استند؟ 
5: متریکس قطری ۷۵/۲15 101480021: متریکسی که تمام عناصر آن به غیر از قطر اصلی 


مساوی به صفر باشند به نام متریکس قطری یاد می‌شود؛ مانند: 
1 


10 
a ۱ 0 0 
05. > 

32۳3 


6 - متر یکس سکالر 1۷26۲1 6211: هر متریکس قطری که عناصر قطر اصلی آن مساوی 


باشند» متریکس سکالر می گویند؛ مانند: 
0 0 8 

به طور مثال: 0 8 0 دیده می شود که اک 
8 0 0 


7- متریکس واحد 1۷1۸6115 1916[]: اگر در یک متریکس سکالر یا متریکس قطری عناصر 
قطر اصلی عدد یک باشند؛ آن گاه متریکس را متریکس واحد گفته و به 1 نشان می‌دهیم. 


0 0 1 
0 1 
=[ , |0 1 0 ,1 5 اک 
ال 0 


lı يب‎ © © 


ابیت 


٩‏ یک متریکس 3*3 را بنویسید که عناصر تحت قطر اصلی مساوی به صفر باشند. 
٩‏ به همین ترتیب یک متریکس 3<3 بنویسید که تمام عناصر بالایی قطر اصلی مساوی به صفر 
باشند. 


از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد. 


1- اگر دریک متریکس مربعی که تمام عناصر بالای قطر اصلی یا پایان قطر اصلی صفر باشند در 
این صورت متریکس مذ کور به نام متریکس مثلثی :1۷1۵111 111208211127 یاد می‌شود. 
گر تمام عناصر بالای قطر اصلی صفر باشند به نام کک مثلشی بالایی یا 
Upper Triangular Matrix‏ و اگر تمام عناصر تحت قطر اصلی صفر باشند به نام مر کی 
مثلثی پایانی یا ۱۷۵1۳1 11121211121 10۷۷۵۲ یاد می‌شوند. 
در مثال‌های زیر ۸ یک متریکس مثلثی بالایی و متریکس 8 یک متریکس مثلثی پایانی است. 
ك 
B= 9‏ و 2 
8 


متقابل (متضاد) یک متریکس: متضاد متریکس ۵ را به (4-) نشان داده و متریکسی است 


که هر عنصر آن متضاد عناصر متناظرش در ۸ می‌باشد. اک | 44 یک متریکس باشد. 
آن گاه متضاد آن» یعنی (4-)به صورت زیر تعریف می‌شود. 
ge‏ ۳ چ 5 مریم j)‏ : 0) <م 
ا a‏ 
IO TD‏ 
I 4‏ 


رین 


متریکس‌های زیر را در نظر گرفته مرتبه و نام‌های مربوط آن‌را مشخص کنید؟ 


3 4 -5 0 0 0 1 oO 
ا =4 رم‎ =2 3 8 000 COND 
0 1 0 0 0 0 0 0 1 
3 0 0 
d) D=0 3 0 2 E=(5 -6 7 8) f F=( 2) 
0 0 3 
3 
7 G= 5 ا‎ 1 
ات‎ -1 0 
0 


جمع و تفریق متریکس‌ها 


Addition and subtraction of Matrix‏ وج 
در بارة جمع و تفریق متریکس‌های زیر در E‏ 
صورت امکان چه گفته می توانید. ,۷ 1 B=‏ + ۵ ت 
۰ - 8 - ۸ 
و + 
۱ ور - 3] 
1 - جمع متریکس‌ها 


هر که مس 1-6 د سمل )9 و مرس اس سس 1۱-6 ارت ارت 
متریکسی است که عنصر رن آن حاصل جمع وو 4 رر 6 می‌باشد یعنی جمع دو متریکس تنها 
در صورتی ممکن است که هر دو متریکس دارای مرتبةٌ مساوی باشند؛ چون ر ٩‏ حاصل جمع دو 
عدد حقیقی است. 


4 ویر‎ FD مور‎ COC جح ورس‎ ۵ ij J. (O J =(a ij O 1 © مر( ن6)‎ 


مثال: 
2 9 2 
2 ل اک 0 2- A=‏ 
99 
4 4 2+2 1+3 2 39 .1۳۰ 
وا 2 اد | 0+2 2+1 A+B=l—-2 0 + 1 2 j=‏ 
ھا (4-) +1 1+0 4- 0 1 


2 - تفریق متریکس‌ها 

مشابه جمع متریکس‌هاء می‌توانیم تفاضل دو متریکس را به دست آوریم. 

اگر ہہ (ر,4=)0 ہہ( ر,)<ظ باشد. حاصل تفریق را طور زیر بدست می‌آوریم. 
EE‏ ار 


mxn mxn ۱ 


ِ ET oT 
اک = 4 و 3 = 8 باشند . 8 -4 رابه دست ارید.‎ © 


@ 


خواص جمع وتفریق متریکس‌ها 
1- جمع متریکس‌ها دارای خاصیت تبدیلی است. اما تفریق متریکس ها دارای خاصیت تبدیلی نیست 
A+B= B+ 4‏ 
4 - و ع< ] - 4 
ر جمع وتفر یق متریکس‌ها دارای خاصیت اتحادی است. (A+B)J+C= A+(B+C)‏ 
3- عنصر عینیت (171010608 1٣٤٤۷‏ ) در جمع متریکس‌ها صدق می کند اما در تفریق متریکس‌ها 
صدق نمی کند. 4 = 4 +0= 4+0 


و 2 [ 5 1 11 
مثال 1: اگر ۸ 5 jl47‏ 0 3 0 - ور داده شده باشد. ?= 8 - 4 
1 0 6 6 © ك 


حل: چون مرتبة هر متریکس با هم مساوی اند» پس می‌توانیم تفاضل دو متریکس را به دست بیاوریم. 


2= | 0 دح ااحا اا ل 5 1 11 2S‏ 
4 3 2 اع| ل40 ال9 0= 2= 0 5 ات4 5 2 A=‏ 
5= وح 4 وا و 2= 0 © ٩‏ ۰ ۰ 2 1 0 6 


۵ توسط یک مثال نشان دهید که 4 - 8 ± 8 - 4 است. 


12 
مثال 2: درصورت امکان» اگر 3 4 ر باش +۸ و ۸-1 را به دست آورید. 
6 0 


حل: دیده می‌شود که متریکس‌های ۸ و 8 دارای مرتبةٌ یکسان نبوده؛ بنابراین جمع و تفریق آن امکان 
ندارد؛ زیرا متریکس ۸ دارای مرتبة 2×3 و متریکس 8 دارای مرتبهةٌ 3×2 می‌باشد. 


در صورت امکان متریکس‌های زیر را جمع و تفریق نمایید. 


0 لاح (ه 3 ا 
a) A= , B=‏ 
1 . اج WW‏ 0 1- 4 


ضرب یکت متریکس در سکالر 


ما قاعدة جمع و تفریق متریکس‌ها را دی ۱ x“ ù‏ 4 
d | a b 2‏ چا یمین 
۳ 4 ییک مشریکس وب کت ۹ ۱ / 
سکالر باشد. برای حاصل ضرب آن» چه فکر 2 
ر ۱ 
a b c‏ 
8 اگر | ع 4 ا4 یک متریکس و > یک سکالر باشد. حاصل ضرب را به دست 
1 0 7 
a b c‏ 
زور الہ = ,KA‏ أ A=|l d e‏ 
gE h i‏ 


0 5 2 
* متریکس | و ]=8 به کدام عدد ضرب شود تا حاصل ضرب آن ییک متریکس واحد 


سود. 
۵ بعد از انجام فعالیت فوق می توان تعریف زیر را بیان کرد. 
تعر یف: اگر (, ,۸4-6 یک متریکس و 217 ٭ یک عدد باشد. پس حاصل ضرب K۸‏ عبارت 
ام ےیک € ری کے صر رہ ان عل ےب 5 در ;4 است. 
=K (4; ;)‏ ر Ci‏ 
6 3 1 
مثال: اگر 0۱ 1 2 4ر( اند حاصل ضرب 4غ ردرافت کنید؟ 
0 1 
حل: 
2 2 2 2 6 3 1 
KA=2| 2 1 0۱ 2-2 12 0-2 =| 4 2 0‏ 
2 2 ۳ 1 01 ۱ 


2 


خواص ضرب متریکس در سکالر ( عدد حقیقی ) 
اگر ۸و 8 دو متریکس هم مرتبه, 0 و دو عدد حقیقی باشند» آن گاه: 
a) a(4+B)=a ۸+ 0 ۶‏ 
b) (a+8)4=a ۸+ AB‏ 
c) a(84)=(« 8B)4=6(a A4)‏ 


SO 
شال: اگ( و |>4 ,3= , 8=2 شده باشد» نشان دهید‎ 


(4 »)=4 (6 »)=(4 )۵ می‌شود. 

حل: 
6 18 / 12۱ 6 ا 
4 18-) / 18 6- ا 39 
36 18 66 63 (_ 
4 ۱ ۱ 9.6 3.6- 
6 18 ( 18۱ 9 ا 3 ]4-2 
e e EET‏ 

4=8B(a 4)‏ )4)=(«8 )0 ج- 


20 بل ا 
E‏ ۳ |= 22 01 و 81 داده شده باشند 3 خواص 


و 443 
6 
9 


(a (42۰ 1 6 


1 0 1 
ضرب متریکس در سکالر را نشان دهید. 
۰ 
2 اکر 2۱ 1 0 3= ۳ ۸4 و 4 را دریافت کنید. 
1 0 0 


ضرب دو متریکس 
Multiplication of two ۵۹‏ 
آیا برای ضرب دو متریکس کدام نظر داده می‌توانید؟ 


1 - ۸ 
ےھ ماب راق دو ت ریکس ھو ا9ل اد (1 1 ۱ 3 
: ۱ 2)4 1 
که ۸ + 8-8 +۸ برای ضرب متریکس‌ها چه ۳ ا و۸8 
تعر یف 


بر ی ار را را تا با رت دا 
ضرب شدن در یکدیگر باشند باید تعداد ستون‌های متریکس اول با تعداد سطرهای متریکس دوم 
برابر باشد. متریکس حاصل ضرب. متریکسی است؛ مانند. ر( ,,6)<) که تعداد سطرهای آن 
برابر تعداد سطرهای متریکس اول و تعداد ستون ها برابر تعداد ستون‌های متریکس دوم است. 
مک سیگ موه 

برای ضرب دو متریکس بدین صورت عمل می کنیم: مجموع حاصل ضرب عناصر سطر اول 
متریکس اول در ستون‌های متریکس دوم عناصر سطر اول متریکس حاصل ضرب را تعیین 
می کند. مجموع حاصل ضرب عناصر سطر دوم متریکس اول در ستون‌های متریکس دوم؛ عناصر 
سطر دوم متریکس حاصل ضرب را تشکیل می‌دهد. با تکرار این عمل برای تمامی سطرها و ستون 


دو متریکس» متریکس حاصل ضرب محاسبه می‌شود. این مطلب را می‌توان به صورت زیر نشان 


داد: Ds‏ در را > (e Deer 1۳0 ses‏ 
اسر 
1 
ت © 2 1 
مثال 1: ا گر 1 10 =4 و 0 B=‏ داده شده باشند؛ پس AxB‏ راا دو یات کا 
1- 


9 


حل: از روی تعریف متریکس ما داریم: 
1۰1+2۰0+0٠۰ -1 1+0+0 1‏ 
TOUTS 1+0-1 2‏ 

در مرحلة اول» تمام عناصر سطر اول را ضرب عناصر ستون می کنیم. 


در مرحلۀ دوم تمام عناصر سطر دوم را ضرب عناصر ستون می کنیم. 


3 1 
ار ات نف 2 
مثال 2: 1۳ زر ]-4ه 0 2 = 8 داده شده باشند. حاصل ضرب ۶ را 
2 
دریابید. 
حل: 


29902 )2-1322 
ار )1-2+2-1+)2)0( 


4 9 0027 ا 
2= 2= (ه4بوبی 2422| 


1 
N 
س‎ 
N 
شش‎ 
LR E 
س‎ 

د 
ی 
1 
N‏ 
س 
N‏ 

تشد 
دسا جع ی ا © با 


* 20 
6 1 7 


1 3103 2 0) 6 12+31 7 
(52617 وا‎ SHDN SOA 


_(3+18 2+3 0+21 21 5 21 
i-2 I02 OA) (27 2 2 


(4 su 
حل:‎ 


ا داده شده باشد؛ پس ۸۰ راد افت کنید. 
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ر. ۱ لت 2- 4 
۰ اکر 1 وه د اس در صورت امکان AB‏ و را دریافت و 


منال4: ۳۳ 0 21 )طاشن و 0€ را دریافت و باهم مقایسه 


(3-).1.4+2 24+ (1-3) [ 3- 4-ار2 1 
1 2-) 8+3 6+4-(_ 
2= 1كا 4-6 3-8 

-3 ۳ lu 3+4۰2 ۱ 
DC= - 

2 +(4-1- (4-2+103-\ )2 اد 4 


_(-6+4 3+8 22 11 
ES oD 


2 ا‎ E 9 


دیده می شود که dN CD DC‏ 


خواص ضرب متریکس 
خاصیت 1: ضرب دو متریکس به صورت عمومی دارای خاصیت تبدیلی نیست. یعنی اگر ۸ و 
۲ دو متریکس باشند AB + BA‏ 
خاصیت 2 ضرب مر تک هادارای خاصیت اتحادی انا اک 4 , 8و )متربدکس ها باشند 
خاصیت 3: ضرب متریکس‌ها دارای خاصیت توزیعی برای ضرب بالای جمع می‌باشد؟ پس 
داریم: 
a) ۸03+ 0-48 + AC‏ 
b) (4+B)C=AC+BC‏ 
c) K(4B)=(KA)B = A(KB) K e IR‏ 
d) 1۸-۸ A‏ 
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حاصل ضرب متریکس‌های زیر را به دست آورید: 


9 


ترانسپوز یک متریکس 
Transpose of a ۲‏ 


7 ۵ رو 
اگر دریک متریکس جاهای سطرها و ستون‌های 1 3 a=‏ 
آن‌را تبدیل نماییم متریکس جدید که به وجود E‏ 
۱ 0 1 
می اید به نام چه باد می‌شود؟ او ا 
4 3 
0 1- 1 
٩‏ میتی | 3 2 .اد کر ورف اهای سط زو را یر اه مرک 
2 0© 


جدیدی را که به دست می آید بنویسید. 
٩‏ هرگاه جاهای سطر و ستون یک متریکس را تغییر دهیم متریکس جدیدی که به وجود می‌آید با 
متریکس اولی مساوی است؟ متریکس جدید را چه می‌نامند. 
از فعالیت فوق تعریف زیر را می‌توان بیان کرد. 
تعریف: هرگاه یک متریکس مربعی(۰»«) موجود باشد» اگر سطر به ستون و ستون به سطر تبدیل شوند 
متریکس جدیدی که به دست می آید به نام متریکس ترانسپوز یاد می‌شود. 
متربکس ترانسیوز شرب 4ے نشان داده مي‌شود. مرتبه متریکس راوز د است. 
0 1 


2 3 1 ے 
مثلا : هر گاه کا4 باشد پس ۱ | تم متریکس ترانسیوز آن است. کر کک 
2x3‏ 4 =0 ۱ ۱ 
32 4 3 
متریکس ترانسپوز» یعنی 4 با متریکس خود یعنی ۸ مساوی باشد» این متریکس به‌نام متریکس متناظر 
۲ و له ۱ 
Symmetric Matrix‏ یاد می‌شود؛ مثلا: | 3 2 4 |= یک متریکس متناظر است؛ زیرا: 
۱0 3 5 
5 4 1 
و = ایک کایرت ابر 
I 0‏ 
تشخیص متریکس‌های متناظر: درمتریکس‌های متناظر عناصر آن نظر به | 6 ط» 
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خواص متریکس ترانسپوز 

خاصیت اول: ترانسپوز یک متریکس ترانسپوز» با خود آن متریکس مساوی است. 

(رره) =( 4) < ره =4 است بنا برآن: 4= ,ره = (رم)- |( ,| <4 = ”(47) 

خاصیبت دوم: مجموع حاصل جمع و حاصل تفریق دو متریکس ترانسپوز مساوی است به حاصل جمع 
و حاصل تفریق ترانسپوز هر متریکس 


(A+B) = ۸ ۲ ۱‏ 
به ت 

(A+B+C 4...J = 4 7ج + ود‎ +... ۱ 

(4BJ =B' A خاصیت سوم:‎ 

۱ ۱ ۴ ۱ 

خاصبت چهارم: 1 )4( 


2 کے و سل و ناسك داد : 
ا ك اة ا ا 9 


(4- BJ)’ = 4 -B , (A+B) = A4 +B 


مفال: ترانسپوز متریکس‌های زیر را به دست آورید. 


-1 5 7 
E 
6< 4 2 ۱ B= 
E -1 0-3 


3x3 


1- متریکس‌های ۸ و ھا را درنظر گرفته متریکس‌های نرانسپوز آن را دریافت کیند. 


رس 4 6 ۳ 
3 وس 5 1 0 ۸4 
3x3 2 3 0 3<3‏ 3 2 0 


2 -در متریکس‌های فوق برای عدد حقیقی 3 صحت 4 خاصیت فوق را نشان دهید. 
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دیترمینانت 
Determinant‏ 
در مثال عددی» یک متریکس مربعی را طوری 
تعیین کنید که حاصل تفریق 20-60 مساوی به ad —cb‏ = 


صفر گردد. ۳ 
ad‏ 6 


اگر یک متریکس ۸ به عدد حقیقی نسبت داده شود به نام دیترمینانت متریکس ۸۸ ياد می‌شود. 
d1 2‏ 5 2 ا م 
دس مسانت مرس <4 رابه یکی از شکل‌های |۵| یا 161۸ و یا نشان 
موه d1 22 d21‏ 


می‌دهند. 
به همین ترتیب اگر یک متریکس 77 داشته باشیم که دارای 10 سطر و 0 ستون باشد دیترمینانت از 
درج 1 نامیده می‌شود. متریکس مریع ,,(,,4</0 را درنظر گرفته طبق تعریف خواهیم داشت. 

dı1 641۱۰۰۰4 بر‎ 


| ۸4| 061 و4۵‎ Ce 


da1 1 ویر‎ 2 nn 
2×2 محاسبة دیترمینانت متریکس‌های‎ 
a b 
رابه صورت زیر تعریف می کنیم:‎ 4= a دیترمینانت متریکس‎ 
۱۸۳] 4 
ی‎ 


3 4 


0 2 


مثال: دیترمینانت متریکس ۱ 


4 3 
حل: هم 32-7.4=6-28 ر ۸۳| 


محاسبه دیترمینانت متریکس‌های 3*3: دیترمینانت متریکس ,4 را درنظر می گیریم: 


n ue 


n 
| تا اج‎ a a 


da 


11 ‘Ann 


nxn 


مرحلۀ اول: ستون اول وسطر سوم را حذف می کنیم دیترمینانت 22 را محاسبه و ضرب عنصر تقاطع 


مرحلۀ دوم: ستون دوم وسطر سوم را حذف می کنیم» دیترمینانت 22 را با تغییر علامت محاسبه و 
ضرب عنصر تقاطع ستون دوم و سطر سوم می‌نماييم. 

اک 

213(2 22 < 223 ,4 < و ور a‏ 


3 


مرحلة سوم: ستون سوم و سطر سوم را حذف» دیترمینانت 2×2 را محاسبه و ضرب عنصر تقاطع ستون 


سوم وسطر سوم می‌نماييم. و 
وه 2@ 4۱ 


043 2-2 2)1 | 2 ك 


و 2 و 


مرحلة چهارم: تمام مراحل 2 3 را باهم جمع نموده به این ترتیب» قیمت عددی دیترمینانت به 
دست می ا الہ 
و 4۱2 dıı‏ 
و (روه 22 - 222 رر6) + 22 (ور4 روت - 22 ور۵)- رو (جوه پر - بو مر۵)< |2 موه ,4 =|4 | 
وو روا وله 


وج رو 42 - 43 موه زر ۳ موه ور رو ۳ 32 وم 2 > رو 222 ور 7 روک وول و = 


0 


3= یا 2 
مثال: مقدار دیترمینانت زیر را محاسبه کنید. 2 1 5 =8 


7 ا 4 
حل: 
0 = 15.4 - 3(۰4+ 12) = 4-((3-)6-2-1) = 2 
3 2 
9= 15+ 4= (1-)((3-)02۰2-5- - |2 5| (11 
= ی 
ID ۲ 1 = )2۰1- 5)6((۰7 = )2-30(.7 =-28.7 =-6‏ 
| 7- - 196- 19+ 60 - ]11 + 11 +1 
3 0 3 
© ۰ الا 2 ا4ک4 را محاسه کد 
0 1- 1 


روش دوم محاسبة دیترمینانت به روش ساروس: در این روش دو ستون اول دیترمینانت را درسمت 


راست آن به صورت زیر تکرار می کنیم: 


عناصر قطر اصلی را باهم ضرب و جمع می کنیم» به همین ترتیب» عناصر قطر فرعی را باهم جمع و ضرب 
و بعد جمع می نماییم از حاصل ضرب مجموع عناصر قطر اصلیء قطر فرعی را تفریق می کنیم به این 
برس مقدا درت رمات مریکس 4 به دست می اند 

)253 221 %2 ۳+ موه ول 2,1 ۳ رلک 22 %3( - )432 رو %3 + %1 23 %2 + A3‏ موه %1( =| 4 | 
در این روش به جای استفاده از ستون اول و دوم می‌توانیم از دو سطر اول و دوم استفاده کنیم به این 
ترتیب که آن‌ها را در زیر دیترمینانت تکرار کرده مانند فوق عمل می کنیم. 


0 


قطر فرعی| ۴۱3 
قطر فرعی) 
قطر فرعی ا 
قطر اصلی 


قطر اصلی 


مثال 2 رات رر راه روش ساروس بے دست لاور ا 
=2 ك 
0 3 4--|/۸| 
€ 2 و 


حل: (6-(4-)2 + (1(۰3۰5+3۰0)0-72-))-((2-)()(1-) + 2۰0.5 +3۰3۰6) = 


- )54 + 0-8 -)-15+0-48( - 46 + 63 29 


1 ان إا 


1- مقدار دیترمینانت‌های زیر را به شکل مختصر محاسبه کنید. 


2 1 0 


1 0 5 -2 
2 

2 1 ۰ 7 
-1 1 0 0 4 2 

N E 

3 ,2 © ود ۱۲ 

2- مقدار دیترمینانت‌های زیر را به طریق ساروس محاسبه کنید. 

9 3 © 1 2 -3 
0 ۱/5 7 
۳ ( 7 1 2 -3 


خواص دیترمینانت 


اگر در یک دیترمینانت جای‌های سطر با ستون را له O‏ 1[ 
تغییر دهیم در قیمت دیترمینانت چه تغییر می آید؟ 4 مس 
1- 3 5 
1 4 2 
1- 0 ۱8۳۱1 
[- 3 5 
۱ 
0 0 0 123 
* دیترمینانت |3 2 ۱۸۱1و |3 2 ۸۱2۱1 |رامحاسبه کنید. 
4 ا 2 24 
و ال 7 
8 دیترمینانت | 6 2 4 |-|م | را درنظر گرفته ترانسپوزآن | "4 | رابه دست آورده نشان دهید 
41 زو 


* از فعالیت بالا نتیجه زیر به دست می‌آید. که |4 =| 4 | 
هر گاه ۵ یک متریکس 1*7 باشد. برای دیترمینانت |4 | خواص زیر صحت دارد. 
1- ه رگاه تمام عناصر یک سطر یا ستون متریکس ,,,,| ۸ | مساوی صفر باشد. 


0 0 0 0 a b 
۱۸/۵ آن گاه دیترمنانت ۸ مساوی به صفر است. 20| 6 ۱۸۳0 , ۰۱-0 ۵ط‎ 
0 0 ۵ 7F 
هر گاه دو سطر یا دو ستون متریکس ,,,,| 4 | یکسان و یا متناسب باشند دیترمینانت ۸ مساوی‎ - 2 
a b c a b c 
4= به صفر است. 0 € 0 40 > | € مه مه‎ 
d e f d e f 
-اگر عناصر یک سطر یا ستون متریکس ,,, 4 مضربی از عناصر سطر یاستون دیگر باشند.‎ 3 
i ® € 4 ® & 


b c ۱‏ ا ۸۶ |A4|= 44 Ab‏ 
d e f‏ ۵ 47 
4 دیترمینانت 4۱| و | "4 | باهم مساوی اند. به همین ترتیب» خواص دیگر هم در دیترمینانت 


آن گاه 4-0 | است. 


وجود دارد. 
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هرگاه دریک دیترمینانت جای دو سطر یا دو ستون متوالی وغیر متوالی را بایکدیگر عوض 
کنیم» علامت دیترمینانت تغییر می کند. 


4 1- 2 
مثال 1: دیترمینانت (2- 2 ۸/۱ |رادر نظر می‌گيريم. 
0 1 3 


حل: ستون دوم را به جای ستون اول و ستون اول را به جای ستون دوم قرار می‌دهیم. 


4 إ2 

0-=(24-4+0)-(0+6+4) ج 2- 2 4-1 
0 1 3 
ت ا 

B=| 2 1 -2 |= (0+24-4(-)4+6+0(=20-10-0 
1 3 0 


دیده می‌شود که در دیترمینات ۸ جاهای ستون اول با ستون دوم تبدیل شده است» همین طور 
می توانہ نیم جای دو سطر را نیز با هم تبدیل کنیم» در آخر به دست می آید: 8= 4| 
اگر عدد ابتی مانند ۸ در یک دیترمنات ضرب شود این عدد تنها در یک سطر یا یک ستون دلخواه 


دیترمنانت ضرب خواهد شد. به همین ترتیب» می‌توانیم در یک دیترمینانت از عامل مشتر ک درک سطر 


با تک ستون دلحو اه نکترر مشر کف رف 
2 3 16 
مثال 2: عامل ضربی مر کک دع ریات اه | را لا کی 21 2 8 ك4 
5 1 20 


حل: مشاهده می‌شود که در ستون اول دیترمینانت عدد 4 عامل ضربی مشترکک است . در حقیقت 
2 3 4 2 3 10 


^ 29 اا اد 259 ۱ 7 


به کمک خواص دیترمینانت قیمت دیترمینانت‌های زیر را به دست آورید: 


U ll 2 2 @ NSS 
a) 0 3 4 0 7 9 اا‎ *( 0 4 2 
OSG 0 0 0 0 0 1 


0 


معکوس ضربی متریکس‌های 2*2 

Multiplicative Inverse of 2 x2 Matrix 
آیا قاعدۀ ضرب اعداد حقیقی را به یاد دارید؟‎ 
ری‎ MA x به همین ترتیب برای برخی متریکس‌های مربعی‎ 
lAll—e ۰ ای در دا‎ 
متریکس‌ها وجود دارد.‎ 


للم وات 


KD‏ 1 ر | <4 دا درنظر گرقه دیترمنانت آن را محاسبه کید 


۵ متریکس 7 = رابا تریکس ۸ ضرب کنید تج آن را نوسید. 
2 3= 
از فعالیت فوق نتیجة زیر را می‌توان بیان کرد. 
تعربف: مرک وی بر( ر A=(@;‏ را درنظر گرفته» اک متریکس E‏ 8وجود داشته باشد؛ 
طوریکه: ,1= 84 = ۸48 
خواهیم داشت. AA =A" A=‏ 
به یاد داشته باشید: متریکس مربعی ۸ را (51۳8210121) گویند هرگاه 40 | باشد وغیر منفرد 
singular‏ - 108 یا منظم گویند» هرگاه 0 ۶| 4 | باشد؛ بنابرآن برای معکوس پذیر بودن یک 
متریکس باید دوشرط بر قرار باشد. 
مثال 1: نشان دید که[ 4( 2 معکگوس یک یگ است۲ 
حل: 
4.B= =1] 3/7 -3 3 )-1( )-7(+ 3-2( )-1( )-3(+ 3)-1(‏ 
192-1 2 0+0 ل 2 ار 2 
0 1_| 9 7-6 
1 0) 7 6 14+14 
0 1 1 +21 - 7-6 3 3۱/721 - 7-- 
2 = — 4 ۰ 9 
1 0 6+1- 2-2 2-7 1- 2 - 
دیده می‌شود. < 4و < ۸ موجود است. پس گفته می توانیم ۸ و 8 معکوس یکدیگر اند. 
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متوصلة (الحاقی) یک متر یکس ۱۷۸/۲۱۲ 01 0101 :4d‏ برای دریافت متریکس متوصله یا 
الحاقی مرتبه و جاهای سطر و ستون قطر اصلی را تغییر داده و عناصر قطر فرعی را با تغییر علامت 


طور مثال: 
d‏ با ۱ ۳ ۳ 
TT‏ 0 ۰ 
9 
Adj K‏ > 1 
1 و< 7 SS‏ 
در مد تس 7 ام که ینت آن خلاف صفرباشد. 410 | بابراین متریکس معکوس 
Cc‏ 


a b ۱ :‏ 
پذیر از روی فارومول زیر معکوس متریکس را ٤‏ به تس می وريم 


E TT 


ا14 
مثال 1: اگر 4 یک متریکس 2 باشد معکوس ضربی متریکس آن را دریابید: 
S6‏ 
2- 3- 
حل: ك ِ | ۸ | 
چون دیترمنانت آن خلاف است؛ بنابراین متریکس معکوس پذیر است. 
3 2 6 
Î 4‏ “4ر LE‏ 
59 3- 5 3- 8-5 4۱ 
8 8 8- 8- 
E‏ 5 1۱ 3- 
امتحان: ,۵ 4)1 4 4 4_2 ٩‏ ا ا 
1 9(0 5 15 15 3 5 | (6 5 
4 4 4 4 8 8 
e ۲‏ و : N TT a b‏ 
به صورت عموم» گفته می توانیم» درهر متریکس | |4 که دعر منانت آن لاف صفر باشد 
€ 
—-b ۱‏ 7 ۱ 
CG 2‏ 


2- معکوس ضربی متریکس‌های زیر را به دست آورده امتحان کنید. 


E E. mE. 
lT e ۳ 1 


حل سیستم معادلات خطی با استفاده از معکوس متر یکس 
آیا تابه حال برای سیستم معادلات با استفاده از 


معکوس متریکس‌ها فکر کرده اید؟ ۲ . ۸-۷ < X‏ 


زر فعلیت 


سیستم معادلات دومجهوله E‏ ۳ درنظر گرفته: 


a, xX+D,=c, 
متریکس ضرایب» مجهول ها و متریکس حدود ثابت را بنویسید.‎ ۵ 
هر متریکس را به شکل معادله بنویسید.‎ ° 
اطراف معادلهٌ به دست آمده را ضرب معکوس متریکس ضرایب نمایید.‎ ۵ 
از فعالیت فوق» نتیجة زیر را می توان بیان کرد.‎ 
yT 
d> 9 // و‎ 
متریکس ضرایب سمت چپ. 8 متریکس ستونی ضرایب ثابت سمت راست و ×متریکس‎ ۸ 


اعداد مجهول است. با درنظر داشت 4 سیستم طوری زیر حل می گردد. 


رو اک A= A B> (A AK‏ ای B>‏ را 


=4. x =[ |= 4 
ر‎ 


۲ 1 ۱ ۲ 2-5 + :2 ۳ 1 ۱ 
مثال 1: سیستم معادلات دومجهوله 0 را با استفاده از متریکس معکوس حل نمایید. 
2 ا 5 5 
: انبد که =4, = B=‏ 
حل ۰ا YY‏ 
2 2 1 
PJ (7‏ 3 1 
12 
3-2-10 =4 
۳ 
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چون z0‏ |4| صفر است» یں معکرس متریکس داده شده وجود دارد؛ پس 


ES‏ یرب 2 1)3 بر 
NS TDN‏ 1 اا 
5 2- 3 "۳ 
X= ۸۱ > X =‏ 
17 ا 
15-14 5 5 
ڪڪ کے =¥ 
7 + 5- 2-7 1.5- ۷ 
7 1 ۱ 
= کڪ بر = 
y‏ 
5x-2y =2‏ 
اه سکس یکی سای 
( - ز 


زا لا 7 


5 -2 
۱۸۱۳ =4 #0 


حل: می‌دانید که: 


سس مرس مد نک داب شب عارت است ار 


۱ ِ ۳ 


مثال 3: به کدام قیمت و ل معادلات زیر هم زمان صدق می کند؟ 


| ۸ |- ٤ ۳ 12 -)-12(--12 +12 =0 
3 


چون دیترمنانت متریکس مربوط مساوی به صفر است پس متریکس ۸ معکوس ندارد؛ پس 


سیستم معادلات حل ندارد. 


تن 


سیستم معادلات زیر را در نظر گرفته با استفاده از معکوس متریکس‌ها مجهول‌ها را به دست 


آورده و امتحان ك 


3 - 2-2 

3p -50 =7 
E 

2p - 40 =6 


a+b=11 
0) 
4» -b=9 


1 


0 


حل سستم معادلات به طربقةٌ کرامر 


Crammcer's Rule 
ا‎ O TT 
۱ ار‎ 
۸ ضرایب و دیترمنانت با مجهولات 2, ,× حل‎ 
2 سیستم معادلات را به دست آورد ؟‎ 
_ ار‎ 
TA 


سیستم معادلات سه مجهول را در نظر گرفته و متریکس ضرایب آن را ۸ می‌نماييم. 
a xa ۲ 24 dı‏ 
کر O U‏ 


aX +a, J + A; 2= d, 


dı . 4۱2 Q3 
4= رمه‎ d2 3 
431 ول وله‎ 


مقاد بر و و 2 را می‌توانیم از روابط زیر به دست آورد به شرط آن که 0 |4 | باشد! 


ا 4 

۸ 

ار ۱۸ 
کل 

۸ 

۳ 

۸ 


در روابط بالا |×4 | , |4 |و |42 | رابه ترتیب دیترمنانت متریکس‌های متناظر به ,زو 2 


می‌نامند. برای محاسبهةٌ آن‌ها به صورت زیر عمل می کنیم» متریکس افزوده سیستم را می‌نویسیم. 


1 
2 ور‎ @3 dı 

1 
d1 d> @3 1 4 

1 
و ! 3 2“ 31 
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برای محاسبه |, 4| به جای ستون اول( ضرایب ×) ستون چهارم( مقادیر ثابت ) طرف راست 
سیستم را قرار داده. دیترمنانت متریکس 3 رابه دست آورد و برای محاسبه |, 4 | به جای 
ستون دوم ( ضرایب ز) ستون چهارم( مقادیر ثابت طرف راست سیستم قرار داده دیترمنانت 
متریکس 3«3را به دست آورد به همین ترتیب برای محاسبه |, ۸ | به جای ستون سوم. ستون 


چهارم را ای 3 واا دست ارک 


ای فعالیت 


© با استفاده از معلومات فوق. مقادبر ا, 2۸| و ار 4 | و | 4 | رابنویسید 


e TE‏ رااية قاعدة کرامر به دست آورید. 
حل: 
۳ 
0 6(=1+6=7-)-1= 
21 
۳ 
أ 2 
33 
و 3+6 3-0-0 ر 7 ای 4 | 
GS‏ ۳:۱۳ 
13 
2-6 1 ار 4| 
۱ 


مثال2: حل سیستم معادلات را به قاعده کرامر به دست آورید. 
= = 7 ۱ برو 
5 < 2 + 3 + زر 
1 ۶ ۰۰2۳ 2 
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2 =0 = 4-12 + 9-4 < 
| غج 2-29 8 -21-< 


چون 0 | است پس سیستم معادلات حل دارد. 


7 
5 - 12-22 +20-)66-8+10( 
7 -10-68- -8 

0 


<-15-8+22- C0 HI) 
- 2322757 > 8 


| ۸, - 1 =0 90 2 24 0 ۱ 
2 
- 71+16 - 7 
E 
4  -9 


امتحان: قیمت‌های به دست آمدهٌ ×,ر و 2 را در سیستم اصلی معادلات وضع می کنیم. 
6-4-6 = (3-)2 + (2)2 - (3()2 
4 2 4 < 4 = 
99 5 < 3 -6-3<8 +2 2< 3-(3)2 + 2 
11 = 11<<- 11= 3 +4 +4 < (3-) - (2)2 + )2)2 


مت 


لللفایت 


* حل سیستم معادلات زیر را به طریقۀ کرامر به دست آریید: 


3< 2-3 
5< 2 + 
1- حل سیستم معادلات زیر را درصورت امکان دریافت کنید: 
 - ۵2 = 0‏ + 2 1< 2 + + 2 
y2 2 b) ax 2 - 2 <0‏ 41 (6 
0 22 + 6 + 2 || = 22 ۲ ۷ 


حل سیستم معادلات خطی به طر یق حذفی 0:/56» 
آیا می تون با استفاده از متریکس مقادیر مجهول 


×,/ و 2 را در یافت کرد؟ 5= 2 +1 
7< 3+ 


برای حل سیستم معادلات به طریق 00188 متریکس ضرایب و مقادیر ثابت را نوشته به ترتیب 
طی چند مرحله به انجام دادن عملیة ضرب جمع یا تفریق تقسیم و يا تغییر دادن جاهای سطر ها با 
یکدیگر» دو مجهول را حذف» مجهول سوم را محاسبه کرد؛ سپس قیمت مجهول دیگر را به دست 
آورد سط های مت تس باه مہ واا ا نشان می‌دهیم. 

مثال 1: 0 


7 3 + 1 
حل: متریکس ضرایب را می‌نويسيم. از سطر اول» سطر دوم را کم می کنیم و در سطر دوم 


و 
ر 2 ۳ 2 ۴ 
۵ (1 )ر ا ما 1 
1 دوم را به (1-) ضرب 2 1 0 سطردوم را از سطر اول منفی 1 : 3 1 
به سطر دوم می نویسیم و در سطر دوم می نویسیم. 
2 را 
روط 5 ۳ (2 
NS‏ 
برای دریافت قیمت × قیمت ل را در معادلۀ اول قرار می‌دهیم: 
=2 


X122) 55; 54 


Eig‏ ر 


سیستم دو معادله و دو مجهول را به طريقة 00188 حل کنید. 


X12) — 3 
2x y4 


9 


مثال 2: سیستم معادلات سه مجهوله را به طریق گوس حل کنید. 


© 2- 3+ 27 
1<- 227 + بر + :32 
23 47-212 
حل: ابتدا متریکس ضرایب و مقادیر ثابت را می‌نویسیم. 
۱5- 3 8/2 
TT‏ لا ۳۰ 
ها 


در مرحلة اول سطر اول را ضرب 3 نموده با دو چند سطر دوم جمع نموده در سطر دوم 


می نو یسیم . 
مرحلهة اول 
۱۱ ۱ #۶ ۱ 5= 3 2 
RO -7 7 7‏ ر۱11۳3+28 2 1 3 
3 1 2- 4 3 1 4-2 
در مرحلةً دوم 
سطر اول را به 2 -ضرب نموده با سطر سوم جمع می کنیم در سطر سوم می‌نویسیم. 
مرحلۀ دوم 
5 1- 3 2 ۱ 5 3۳-1 2 
7 .۰ 7- 0ج +28 |۲7 7 7- 0 
۲ ۳ ۹ 22 4 


درمرحلةً سوم ضرایب ل را از سطر حذف می کنیم؛ طوری که 8 را با TR,‏ جمع نموده 


در سطر سوم می‌نویسیم. 
مرحلة سوم 
ET‏ آ 5 1- 3 
e E CC OT‏ 
تلع دوع 0 0 = ك 8- 0 


2 


از سطر سوم می‌توانیم قیمت 2 را به دست آورد. 
gg eS 23‏ 
35 
قیمت 2 را درسطر دوم قرار داده قیمت لرا به دست آورد. 
اال ا 7 << ا 7۰3 +( << 7< 72 + م7 


14- 
کر و 
قیمت ۷و 2 در یکی از معادلات قرار داده قمیت × را به دست می‌آوریم. 
25 3- (3)2 + 2 
1 > ۲ 2-05 - 2 << > 3 0 ۲ 2 
حل سیستم (3 , 2 و)ع( 2 و ۶ و د) 


امتحان: قیمت‌های به دست آمدۀ ,دز و 2 را در اصل سیستم قرار داده امتحان می کنیم: 
55 , 2.1+3.2-3-5-32+6-3-5 
11-1 , 11= 3+2+6 11-2 -3.1+2+2.3 
33 , 4-4+3-3 > 3-3+(4.1-202 


مثال 3: سیستم معادلات زیر را به روش 00188 حل کنید. 
ES‏ 62 + ,4+ 22 
24 6 + رر5 + ود 
20 122+ رد + 22 
حل: درمرحله اول سطر اول را ضرب عدد 2- نموده با سطر دوم جمع در سطر دوم می‌نویسیم 
در مرحلةً دوم سطر اول را ضرب عدد (1-) نموده با سطر سوم جمع می کنیم به سطر سوم 


سا 
مرحله دوم مرحله اول 
6I8 ۸ 2 4 6۱ 8‏ 4 2 1 8 6 4 2 
| 
61-2- 3- 0 له +۱128 6- 3 0 ۱2428۵ 6 5 4 
2 ۷ 35 0 2 ۵ 1 ۰ 
مرحله سو 
۰ ۳ 2 ۱ 
RRO TD‏ 
10 0 0 0 


0 


در مرحلۀ سوم سطر دوم را با سطر سوم جمع نموده در سطر سوم می‌نویسیم. 
دیده می‌شود. در متریکس به دست آمده ضرایب رد ود و بد در سطر سوم صفر می‌باشد در 


للات 


سیستم معادلات زیر را حل و امتحان کیند: 


Xx + Xx; =0 

xX +X; =2 

0< رد + 26 
توجه: هرگاه در یک سیستم معادلات یکی از مجهول ها وجود نداشت ضرایب آن را صفر 
گرفته و بعد از آن متریکس ضرایب و مقادیر ثابت را تشکیل کنید. 


ا ری 


سیستم معادلات زیر را به روش 60188 حل کنید. 
2 4-2 231 2 د 4-102 +2 5 3 
x y=‏ 
Db) 13x+9y-21z =0 2‏ ۵ 


5= 13 
6 < ر = 1 > راو 352 


© © © © © © © © 6 6 6 6 6 6 6 Ce 


تعر یف متریکس: ه ر گاه دسته‌یی از اعداد به شکل سطری يا ستونی در یک جدول مستطیلی قرار داده 
شود. به نام متریکس 1۷1271 یاد می‌شود. 

انواع متریکس‌ها 

۰ متریکس سطری: تنها دارای یک سطر باشد. 

۰ متریکس ستونی: تنها دارای یک ستون باشد. 

۰ متریکس صفری: تمام عناصر آن صفر باشد. 

۵ متریکس مربعی: آن متریکس که تعداد سطرها وستون‌های آن مساوی باشند» به نام متریکس مربعی یاد می‌شود. 

۰ متریکس قطری: به آن متریکس گفته می‌شود که تمام عناصر آن به غیر از قطر اصلی مساوی به صفر باشند. 
۰ متریکس سکالر: هر متریکس قطری که عناصر قطر اصلی آن مساوی باشند. متریکس سکالر یاد می‌شود. 

۰ بتریکس واحد: اگر در یک متریکس اسکالر عناصر قطر اصلی عدد 1 باشد. متریکس واحد یاد می‌شود. 


عملیات بالای متر یکس‌ها 
٩‏ جمع و تفریق متریکس: وقتی ممکن است که: 
ij = @;y ED; ; <| 3 SC,‏ ررگ| > لد 9 
خواص جمع و تفریق متریکس‌ها 
IBS‏ 1 ۰ ۶ 2 1۱ 
۸-۸ +0-0 +۸ 4 ی 
4140 -410 9 
ضرب یک متریکس در سکالرا گر IR‏ ۶ و (ر.6) < ۸4 باشد؛ پس- K(a ET = Cr‏ 


خواص ضرب متریکس در سکالر 
a) a(4+B)=a ۸4+ 0,‏ 
b) (a+86)4=a ۸+0 4‏ 
c) 00۵ 4)=(a (۸ < B(a 4)‏ 
ضرب دو متریکس ورن = 4B = (xn Oa Cs‏ 
خواص ضرب دو متریکس هر گاه ,.(,;4) =4 و ر (ر, ۵) = 8 باشد؛ پس: 
AB #B4A4 2) (4B)C= A4(BC)‏ )1 
4(B+C)= AB + AC %0 12A = A1‏ )3 
K(AB) = (k A)B = A(k B)‏ )5 
ترانسپوز یک متریکس: هرگاه جای سطرها و ستون‌های متریکس ,,,4 را با یکدیگر تبدیل کنیم 
متریکس جدید را به نام ترانسپوز یاد می کنند و به 4 نشان داده می‌شود. 
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متریکس مثلشی: اگر در یک متریکس تمام عناصر فوقانی یا تحتانی قطر اصلی صفر باشد. متبریکس 
مذ کور به نام متریکس مثلثی یاد می‌شود. 

متریکس متناظر: اگر یک متریکس ترانسپوز 4 با متریکس خود؛ یعنی ۸ مساوی باشد به نام 
متریکس متناظر یاد می‌شود. 

دیترمنانت: اگر یک متریکس ۸ به عدد حقیقی نسبت داده شود به نام دیترمنانت متریکس ۸ ياد 
می‌شود. به شکل |۸۵| با ۸ 406 نشان داده شود. 

خواص دبتر منانت: 

1- ه رگاه تمام عناصر یک سطر یا ستون متریکس ,,, ۸ مساوی به صفر باشد؛ آن گاه 4-0 | 

2-ه ر گاه عناصر دو سطر یا دو ستون باهم مساوی باشند؛ پس 4|=0 | 

3 - ه رگاه عناصر یک سطر یا ستون متریکس ,,, 4 مضربی از عناصر سطر یا ستون دیگر باشند؛ آن‌گاه 
20| 4 |متریکس ۸ وترانسپوز دیترمنانت متریکس باهم مساوی اند. 

4 | 4۱-4 

معکوس ضربی متریکس‌ها: متریکس مربعی ,,,(ر,4) = 4 را در نظر گرفته اگر متریکس مربعی 8 
وجود داشته باشد طوری که ,1 = 84 = 48 را در این صورت را هکرس متریکس ھڅ گوبند و به 
شکل "4 نشان می‌دهند. 4'.A4=I‏ = ۸۰۸۲ 

حل سیستم معادلات خطی 

« ۶ 

۵ حل سیستم معادلات خطی با استفاده از طریقهٌ کرامر 

608€ حل سیستم معادلات خطی با استفاده از طریقة حذفی‎ ٩ 


2 


ھڅ 


تمرین فصل ششم 
به سؤالات زیر چهار جواب داده شده» جواب درست را دریافت و دور آن را حلقه نمایید. 
1 اکر < عا 4ے | باشب ان کہ |4 | کدام است ؟ 
3 (4 و9 9 a) > b)‏ 
1- 2-3 


1 | سکوس پذیر باشد آنگاه 9 کدام امت ؟ 
111 


a b) m #1 c) m=0 d) 7 1 


5 
2 
إا ك 
3- اگر | |4 باشد؛ آن گا متریکس × که اب = ×4 را صدق کند. کدام 


5 
9 -5 

2 

14 وب 

و 
d)‏ 

و 
o e.‏ ۰ ت 1 2 


2- محور ۷ ها 0 - محور :ها 6 0 - 2۶ ۷ y=0‏ 


است؟ 


1 x +× 


5- در دیترمینانت | 4 2 1 قیمت × کدام است ؟ 


9 3 1 
2ک 7۱ 3= cC)‏ اوا ک ۱ 7 
و ا ك 
6- در دیترمینانت |2- 1 0 | حاصل رابه دست آورید. 
4 3 1 
a) 29 b) 39 c)( 19 d)9‏ 


۳ 1 5 - 
1- فرض کنید ک4 ر =8 داده شده باشند؛ مطلوب است محاسبة : 
b)-44+3B‏ و 34-28 a)‏ 
OD‏ 1 
2فرص کید | 4ء 3 1- =8 داده شده باشند؛ مطلو ب است محاسبۀ 


B4 AB‏ آیا 4B = BA4‏ است. 


E 2 كِِ‎ (3 @ 2 £ ۳ 


خاصیت اشتراکی» خاصیت توزیع پذیری ضرب متریکس را برای سه متریکس فوق نشان دهید. 
اس 1N‏ 
4 دیترمنانت 2 0 1 =4را به شکل مختصر محاسبه کنید. 
1 ۲ 
5- معکوس متریکس ;|= ۷ به دست آورید. 
6- سیستم معادلات زیر را به طریق کرامر حل کنید. 
6< 2 + +2 


4= رد2 - ود 
b)‏ 0 = م۵2 2 ۰ #۱ 
2x, + 4x, = 5‏ 
4 < 2 3 
7- سیستم معادلات زیر را به طریق 00188 حل کنید. 
0= د ر 2۵ 
|| = 7 کر 27 
a) 43+ 2-52 =0 )‏ 
2 < 2+27 
= 2۶ = ۶رد 
8- سیستم معادلات زیر را به طریق معکوس متریکس حل کنید: 
2 < رر- 1-0 3 
ک3 1 y+‏ + ور و 
اس 0 =2 = 3 + 4 


0 


4۷ 


و کتورها در سستم مختصات قا یم 


از یک نقطة ثابت» به طرف اشیای موجود چهار 


اطراف نان؟ دزد نکر ین مس راه راشای کا 


3 


نعریف 

قطعه خط جهت دار را وکتور گویند.یا به عبارت دیگر» کمیتی که هم جهت داشته باشد وهم مقدار 
مثل؛ قوه. فاصله تعجیل وغیره. ست تمام تیرهایی که دارای طول مساوی» موازی و هم‌جهت 
باشند به نام وکتور یاد می گردد. و کتوری که ابتدای آن درمبداً سیستم کمیات وضعيهٌ قایم قرار 
داشته باشد به نام شعاع و کتور (۷660۲ ۴08110۸( یاد می گردد. 


لد فالیت 


9 در یک سیستم کمیات وضعية قایم یک شعاع و کتور را طوری رسم نمایید که مختصات انجام 
آن (8)5,5 باشد. 

9سه وکتور ممثل یک و کتور داده شدۀ فوق را در سیستم مختصات داده شده رسم کنید که 
موقعیت آن» با شعاع و کتور متفاوت باشد. 

9 و کتور دیگری را که مخالف جهت وکتور فوق و طول مساوی داشته باشد به حیث شعاع و کتور 
رسم کنید. 

از انجام فعالیت فوق نتيجة زیر به دست می آید: 

نتیجه: در یک مستوی» ممثل هر و کتور» برابر به شعاع و کتور بوده؛ بنابراین داریم که: 

ادو و کرد E E‏ (ظ<[)) و هم‌جهت باشند. 
رل ۳ yT‏ 


۴۲ 26۲0 باد می‌شود. 


3- دو وکتور به یکدیگر مخالف نامیده می‌شوند. هر گاه دارای طول مساوی؛ اما مخالف‌الجهت 
باشند؛ طور مثال» هر گاه 6 = 0۸ باشد ه - = ۸0 می‌شود درحالی که ۵0| [0۸ 


0 > 
تعریش: یک وکتور در میم مخصات امه شکل ستونی | ]4 در یک ,4 عبارت 


۳3 
d,‏ 
از مختصة روی محور × و ,4 مختصة روی محور ز باشد. 


3 2 رد 
مثال 1 و کتورهای ۱ |= و ]راد سیسم مخصات قاب نشان هید 


حل: با درنظرداشت تعریف فوق داریم: 7 


ڪا 


5 


پادداشت: نشان دادن یک و کتور در مستوی به خاطر به کار برده می‌شود که برای ارائه» یک 
نقطه در سیستم مختصات قایم تنها یک محل در سیستم مختصات وجود دارد درحالی که برای 


ارائة یک و کتور در مستوی بی‌نهایت جاها وجود دارد. 


re 


ال د د ا 
8 سه و کتور ممثل هر کدام را دریابید. 

0 هر دو وکتور را در موقعیت شعاع وکتور رسم کنید. 

0 و کتورهای مخالف آن‌ها کدام و کتورها اند؟ 


@ 


فاصله و نقطةهً وسطی بین دو نقطه 

دو پل یکسان و هم وزن ترازو را درنظرمی گیریم 
که به دو طرف یک شاهین ترازو بسته شده اند. 
کدام نقطه را روی شاهین برای دسته ترازو 
انتخاب نماییم تا با گرفتن آن» پله‌های ترازو 
درحال تعادل قرار گیرند؟ 


بویت 


* نقاط (2)1,2 و (0)4,4 را قرار شکل زیر در سیستم مختصات قایم درنظر بگیرید: 


7 1 1 ر 
© طول و کتور ۳۵ رابا استفاده از فاصله بین 
دو نقطه دریافت کنید؟ )94,4 4 
۵ متصات تسا OL‏ بافعت سس 
P(1,2)‏ 
۱ 1 . 
از انجام فعالیت فوق» نتیجة زیر را می‌توانیم بیان کرد: 
تتبجه 
برای هر دو نقطء اختیاری (,۳)۲,۲ آغاز و / 
AE) ۳‏ 
( ,)© انجام وکتور ۶9 =4 باشد. در این ي 
ر 
a, Xx -‏ > ررر ر 
صورت و کتور را به 1 ٤‏ = نشان ا 
PON ۲ 7 ۱‏ چچ اما 
داده بادرنظرداشت مثلث قايم الزاويه PON‏ طول aS‏ 7 
چ 
E ۷‏ 2 
وکتور 9 عبارت است از: +b,‏ + > | 
FX»‏ رد 
ی Xn E‏ 
- نقطه وسطی ۶0 عبارت از و بر =( ")= 4 بوده که نتطة وسطی و ۵ را نکیل 
ام m‏ 
2 
می‌دهد. 
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مثال ل: نقطة وسطی و فاصلةٌ دو نقطة (1,2) و (0)4,4 را دریافت نمایید. 


حل: با استفاده از فورمول نقطۀ وسطی داریم: 


۲ M ا‎ Xn 2 

۱۱ ۱۱ 
سر 7 
4 25 


3 
2. 


و ۳ 
1 


1 
| 
n‏ | دا ی | ن۱ 
1 
جر 
نبا دبا 
ى 
م بت 


2 


px 


0 
سس سس ۱ ۰ ۷ می‌باشد. ا فاصله بين دو نقطة ۳ و 
۵ نظر به قضیه فیثاغورث داریم: 


3 = 2+ 3 = (4-2) + (4-1)/ = ”)ر = ین + ند )| = ره + = 20 


فا2 طط فاصله بین نقاط (۸)2,4 و و( دریافت کنید؟ 


حل: با استفاده از فورمول نقطهٌ وسطی داریم: 
2+5 


X 
NT 
«=| 5 


= 
1 
ل | ده ص | ۱ 
1 
TSS‏ 
دن کا 
هم . یړ 
4 


فاصله و نقّطهٌ وسطی بین نقاط داده شدة زیر را دریافت نمایید؟ 
B(2,7) « 4(3,4)‏ :(1) 
(i): N6) «M(,5)‏ 
O(8,8) « P(,8)‏ :)111( 


@ 


و کتورها در سطح و فضا ۱ 


مسیر مشاهدۀ ستاره‌ها توسط تلسکوپ» نو 
وکتورهای جداگانه را در فضا نشان می‌دهد. آیا 
مثالی برای ارائة وکتورها روی یک سطح آورده 


می‌توانید؟ 


الا فالیت 


قرارشکل زیر سیستم مختصات قایم و ست 211 ند :(زمند)) - 1۳ را درنظر گرفته» فعالیت 
زیر را انجام دهید: 


۵ یک نقطه ۶ سیستم مختصات کارتیزین که دارای مختصات (,) است در مستوی مشخص کنید. 
XxX‏ 


© یک شعاع وکتور که دارای مختصات | 
1 


باشد» در سیستم مختصات نشان دهید. 


© آیا یک نقطٌ 2 در مستوی که دارای مختصات (۲) و یکت و کور 4 در مستری که 


X 
دارای مختصات ۳ باشد» از هم چه فرق دارند؟‎ 


ود XxX‏ ۳ 
۰ برای دو وکتور یار[ (- u‏ ۴ )< د یک عدد سکاری 80 به شکل 
1 


هندسی در سیستم مختصات قایم به صورت جدا گانه نشان دهید که: 
1 در هه e‏ 
۱ 1 
E =) i)‏ 
ها رر 
تعریف: ست تمام جوره‌های مرتب که برای آن‌ها مانند فوق قاعدة جمع و ضرب سکالری صدق 


کند. به نام فضای و کتوری و ار کورها در موی ناد مب کر دد. 


از انجام فعالیت و تعریف بالا نتیجة زیر به دست می آید: 


9 


۰ 19 1 + (0] + 2 
نتیجه: با درنظر داشت دو و کتور خاص ا که طول آن‌ها 1= از = i‏ بو 92 
ِ 1 1 
برای هر و کتور اختیاری ]نايم 2 
ج 7۹ 0 7 1 0 1 Xx‏ 5 رد 1 
Uu = > = x < 7‏ 
2 1 0 ر 0 7 
1 د 
1 2 ۲ ۲ ۷ 
3 


¡ و ز رابه نام وکتورهای واحد به امتداد محورهای × و ر یاد می‌نمایند. 
وکتور واحد وکتور است که طول آن کک 


P(x,y) 
u واحد بوده و فقط برای تزاید جهت مختصه به کار‎ 
ا‎ 
0 7 می‌رود.‎ 
رب‎ 2 2 ۱۳۲ 
مثال 1: هر گاه 3 = ۸ و رای بر رال ود‎ 
مک رک‎ E ره رح مج مک‎ ۲ 
۱-۷ =? :)111( 4+2۲ =? :)11( + « << 1( 
2 چب و‎ 
7 0 u-u =? :۷( 


حل: داریم که: 


1 
2 
کم ا 
+4 
+ 
0 
ا 
1 
55 
دس ده 
و 
1 
دں 
w~. |‏ 
3 
دا 
.یب 


<< ۵ ۱ 
1( 14+ ۷ < + 

3 5 3- 
چ هج 8 4+4 2 1 چ ج 
=8i-2 j‏ > | . ال 4 4= ۲ 2 +41 1i)‏ 
رو 10+ 12- 5 3- 


۳2 2 ج 3 چ > چت ‏ و > > 
مرگ | |2 (ر) = باه +01 1-2۷ و 2⁄4۷ را دریافت کنید. 


@ 


مختصات نقطه در فضای سه بعدی 
اگر یک نقطه را در فضای صنف مشخص کنیم ا 
آباراه حل وجود دارد که فاصلهٌ آن نقطه را ها € 


نسبت به کف صنف و دیوار مجاور آن بسنجیم؟ 


3 


تعریف 
فضای 1۸ عبارت از مجموعة تمام سه تایی‌های مرتب (2,,×)می‌باشد و به صورت زیر تعریف 
RGR CC E‏ 

اگر سه صفحۀ دوبه دو عمود را به ,7 ,ر2 ,7 نشان داده؛ آن ها را صفحات مختصات بنامیم فصل 
شت رک دو به دوی این صفحات یک کنج» سه زاویۀ قایمه را تشکیل می‌دهند که آن را دستگاه 
محورهای مختصات سه بعدی می‌نامیم. 

این طور نام گذاری می‌کنیم اکر اه در ۱ ور 

قایم (محور ,2) بایستد» محوری که روبه روی آن قرار می گیرد 
محور ل و محور دست راست را محور × می‌ناميم. نقطۂ مشت رک 

سه محور را به 0 نشان داد و آن را مبدا مختصات می گوییم. ر 


فاصلۀ مختصات را از مستوی به ×| ۰ |ر|و |2| نشان می‌دهیم. 


تعیین یت نقطه درفضای سه بُعدی 
برای مشخص كردن موقعیت يك نقطة (,2 ,رن ,)4 در دستگاه مختصات قایم به ارتباط هر 
محور با در نظر داشت علامت» فواصل را جدا می کنیم. 7 
ابتدا بالای محور× فاصله را جدا ساخته از همین نقطۀ 
تعیین شده» بالای محور × خط موازی به محور ۷ارسم 
می کنیم. تقاطع (,×) را دربافت نموده بعد از آن از 
نقطة نامبرده یک خط موازی به محور 2 به اندازة فاصلة 5 


جدا شده بالای محور 7 رسم می کنیم در نتيجۀ تقاطع 


اد ایت 


*_نقاط (4)2,4,3 و (3,3-,2-)8را در سیستم مختصات قایم در فضای سه بُعدی نشان دهید. 


در فضای سه تعدی نیز قاعد حاصل جمع و ضرب سکالری برای هر دو و کتور و ۲ و 


سکالر صورت می‌پذ برد. 


3 x XxX+ x 
و چ‎ 
(قاعدة جمع) ار + ر |= ار |+| راک=ر+ں‎ 
2 23 2 
ax 


(قاعدهٌ ضرب سکالری) 


1- 
رش 7 ۰ 7 ۰ 2 
= ۷ و | 4 |=« باشد ۷+۱ ۰۷-۷ 2۷ و 


0 


> > 
1-۷ را دریافت کن 


2 
مثال 2 هر گاه 1 
3 


کے 
حل: قیمت‌های ۷ و ۷ را در رابطه‌های داده شد آن وضع می کنیم. 


1 2-1 1- 2 
5 | 1+44 =| 4 دا 1 
0 3 


4 
0 
۲ ES 
iii) 2w=2| 4 || 8 
2 


= 242 4 


=1 |- I TT 


8 
3 0 3-0 3 
= 16 + 49 +9 - 4 


۳ رب‎ 
iv) ۱۷-۵ 


بادداشت 
1 


4 مشابه» به سطح می‌توان سه و کتور خاص 0 | <- 
0 


1- |= اند - نا بوده در یک فضای سه بُعدی درنظر گرفته که به نام و کتور واحدهای به امتداد 


محورهای و 2 یاد می گردد. بادرنظرداشت قاعدة جمع می‌توان هر و کتور اختیاری 


Xx 
oy Jy 
7 
X 0 0 
2 ر |+| 0 - ر‎ ۷0 TT 
2 0 0 7 


8 فاصله بین دو نقطه درفضا: هر گاه ,0۳ و و08 دو شعاع و کتور نقاط حول ,۳ و 


(و2 ور ور) رم باشند» در این صورت داریم: 2 
+ > ِ + + 4 
2۶-0-08 >= 08 +08 ۲ 
1 
است و 
+P e Xx X‏ ر 
PP = J <Y‏ > ا بح و 
222 


بنابراین» با درنظرداشت فاصله بین نقاط 12 و 122 داریم: 

lC LIC 
فورمول فوق به نام فورمول فاصله بین نقاط ,۴ و ر۶ در فضای سه بُعدی یاد می گردد.‎ 
اگرفاصلةً یک نقطه در فضای سه بٌعدی از مبداً مطلوب باشد» (0, 0, 2(<)0 , ,۷ «د)‎ 6 


و (2 YJ‏ و = (ر2 د و و ) 


درآن صورت فاصلةٌ نقطه از مبداً توسط فورمول زیر به دست می آید: 


+ رر + لہ = (0-ع) + ”(0- ر( + (0- )اد 


@ 


P,P» 


مثال 2 اگر (5 , 4 , 5-) =4 باشده طول این شعاع و کتور چقدر است؟ 
حل: چون مبداً شعاع و کتور در مبداً کمیات وضعیه است؛ بنابر آن از فورمول فاصلٌ نقطه از مبداً 
استفاده می‌نماییم: 

TT +42 +2 = 25 +16 +25 2 6‏ + ررد + ند < ۵ 
مثال 5:اگر ۸+ ازا ي 21+ 4+6 بو 261+9-36- ۷ باشند. 
I (ii):‏ 


چب ی وب 
2 دریافت كنيد ?= 1-۷-۷ 


حل 2 داریم که: 


i) 2+2۷ < 2+3 + 2)4 +6 + 21( 
< 2+3 j+k+8i+12 + 46 <107 +15 + 
11( 1-۷-۱۷ < 213 + 6-4-6 - 2-61-09 + 3/6 < -8 7-12 7+16 


چ چپ چ 


1-۷ = 8i-12j + 21 = (8) + (12)? +22 = N64 +144 +4 = 2 


ان 


1- جهت و کتورهای واحد سا ۱ 


وش وی جیسب 
2- و کتورهای ۰۲ ا و ۷ که در مثال 3 داده شده درنظر گرفته مطلوب است؟ 


چ 2 چ چ 
a) 2u-6vy+4w =? b) ۱‏ 


2 > 2 ۰ > 


3- فاصله بین و کتورهای 4 و ۰۷ ۲ و ۷ و س و »۷ رادریافت کنید؟ 


4 آن و کتور واحد ها را در یافت کنید که هم‌جهت و کتور ۷,و ۷ واقع باشد؟ 


زوایای جهت و کوساین‌های جهت یک و کتور : 


3 


تعر بف: 
هرگاه و کتور شعاع ۶ با محورهای مختصات قایم به ترتیب زوایای »,6 و ۷ را سازد درد این 
صورت با در نظر داشت شک می توانیم نوشت: 


OP =F 
04-7 
OB =7. 
9 2 
کوساین‌های جهت و کتور "را طور زیر بنویسیم:‎ 
XxX 
0050, =3 X =r COSC 
4 
4 ت‎ 
cos - - < 7 2 0 
/ 
2 
0057 ==> - COSY 
r 
اطراف روابط را مربع ساخته و بعد باهم جمع می کنیم:‎ 
2 2 2 2 2 2 
3ٍ 27 مر‎ + +2 
cos” ۵+ وم‎ ۵6+ cosy = e = 
r 4 r r 
2 
2 2 NRE O 2 2 ی سر‎ 
cos a + 0057 Û + 5 ۱ 0 ات بای‎ × ۰ +7 =r می‌دانیم‎ 


لد فالیت 


> ۶ > 2 
هر گاه در یک فضای سه‌بُعدی یک وکتور 27+ +1 ×= 0۶ = ۷ که خلاف صفر است؛ 


داده شده باشد؛ طوری که مانند شکل بالا »» 2 و ۲ به ترتیب زاویای جهت با و کتور واحدهای 
رب 


«i‏ [ و ۸ باشند در این صورت فعالیت زیر را انجام دهید: 


(9 


٩‏ آیا گفته می‌توانید که زاویای 0 2 و ۲ در کدام انتروال تحول می‌نمایند؟ 
۵ آیایکی از زاویای فوق منفی شده می‌تواند؟ 
اگر یکی از زاویا مساوی به صفر باشد» در مورد موقعیت و کتور چه گفته می‌توانید؟ 


۵ برای کوساین ری رت e‏ مشترک را دریابید؟ 
از انجام فعالیت فوق» نتیجة زیر را به دست می‌آوریم: 
x‏ 
نتیجه: هر گاه E Jy TT‏ 
7 
صورت. بین کوساین‌های جهت آن رابطةٌ زیر برقرار است. 1= 7 c08‏ + 8 605+ 0 ”وھ 


X 


برای ثبوت نتیجۀ فوق می‌دانیم که: ۶ + لہ << جر رةب - Jy‏ ۳۳ 
7 
Vx‏ 
و 
۳ 
CLC I CG‏ ِِِ 
Vv‏ ۷ 
۲ 
۳ 


ا ن 


1-هرگاه )-ز 1+2= =31-2j+2۸ » u»‏ ۷ و 31+ -51= ۷ باشند دریافت کنید: 


چ چ 
3۷٩ w=?‏ 


a) u+2y+ w=? b) yv-3w =? 9[ 


2-قیمت » را طوری دریافت نمایید که طول و کتور 21 + (1+ »)+1 » مساوی به 3 باشد؟ 


2 


حاصل ضرب سکالری دو و کتور 

حاصل ضرب سکالری دو و کتور در انجنیری 

وفزیک به کار می‌رود و با درنظر داشت زاویه 
اک ار وموع۱۰ط 


س 


۰۵ = [0/۰۵۵ اس‎ = DG 


چپ + 
۱۰۱ ۱< 6۰ 


3 


تعر بف 
: ند ے 
دو وکتور خلاف صفر ۷ و ۷ را در مستوی و یا فضا در نظر می گیریم: 


چ چ 


چ چپ و و چ چ 
حاصل ضرب سکالری ۷ و ۷را به ۰۷ نشان داده» عبارت است از: |u|. vj cos@‏ = ۷ ۱۸۰ 


۳ کے 
در حالی که 0 زاویه بین 1 و « را تشکل داده و > 0 0 


ار فدلیت 


با در نظرداشت حاصل ضرب سکالری و کتورها نشان دهید که: 
TT E eT‏ 
ار 

E 7 


: پر ت ج چ چ ۳ 
۷ هر گاه 1 و ۷ خلاف صفر و 0= 1.۷ باشد» پس وکتورها بالای یکدیگر عمود اند. 


> > > > > و 
٩‏ برای دو وکتور 1+0 ,»=4 و ]ز رط +1 ره = ۵ حاصل ضرب ۵.0 مساوی به قیمت 
سکالری رم + 4,6 می‌باشد. 


و و ۰ > > > 
۰ قیمت حاصل صرب ab‏ در فضا مطلوب اسب در صورتی که j+c,k‏ +01 < 6 و 


+b, j+tce,k 


> 


1 ر = ۵ باشد. 


در انجام فعالیت فوق برای حاصل ضرب سکالری و کتورها نتيجة زیر را به دست می آوریم: 


نتیجه: هر گاه 4 ۷ و ۷ سه و کتور اختیاری و » یک عدد حقیقی باشد» پس داریم که: 
و چ 
(i‏ تب u-v=0‏ 
و چ و چ 


1 ۷۰۸ ۰۷ا (خاصیت تبدیلی ضرب) 


uv+uw (iii‏ 0 (خاصیت توزیعی ضرب بالای جمع) 
(iv‏ 1 (خاصیت اتحادی ضرب) 
مثال 1: اگر مب و 9 و ره جر و از ره 1 دو وکتور خلاف صفر باشند. 
حاصل ضرب سکالری آن‌ها را دریافت کنید. 
حل: نظر به تعریف داریم: 
3 ۰ 0 1 1 
( .مه + زرط( -(i- j)+ ac(i-E)+‏ 0+( )یه 
(۰7 )رنه +( )ره +( )ره + 
FOG‏ اک 
مثال 2: اگر -: د )= دو وکتور یک مستوی باشند» نشان دهید که: 
2 


و وب 
و F‏ و۷2 < ۷۰۷ 


با درنظرداشت تعریف داریم: 


$ 


< 
Ww —2 ۰ 0 


شوت ۳ ا ج د 
چون( |= ۱ )= بود در نیج[ ]۱ بوده؛ بنابرین از رابطة بالا داریم: 
2 1 


۷ 00 


2۳- رر + ار + > E‏ 


0:0 ۳ و2 -- و 2= و 25 رک 


بت 


vjcosO = yw‏ := ولا ا وة و 


2 


مثال 3 هرگاه و کتورهای 6 -2 + < 1 و 27-6 +14 < ۷ داده شده باشند.حاصل ضرب 
حل: نظر به فورمول داریم: 


TS 


مثال4: نشان دهید که وکتورهای 4+5۸ -1 22 و 7-4-3-4 بالای هم عمود 

اند. 

حل: بدین منظور داریم: 
را 


=8+12-20=0 5> u Lr 


چون حاصل ضرب و کتورها مساوی به صفر است؛ بنابر آن و کتورها؛ بالای یکدیگر عمود اند. 
> > > 7 
مثال 5: قیمت » را طوری بیابید که وکتورهای )5+ز »+21 و 01+ +31 بالای هم 
عمود باشند. 
> ج چ و 
حل: از عمودیت 4 بالای ۷ باید 0= ۸.۷ باشند؛ بنابراین داریم: 


u-v=(2i+a j+5K) )31 +7+0/(<0 > 6+a+5a=0 , 02-1 


مثال 6: نشان دهید که و کتورهای + -2. 1-31-51 و 31-41-41 اضلاع یک 
مثلث قایم الزاویه اند. 

ما E‏ 
حیث دو ضلع یک مثلث در نظر بگیریم؛ حاصل جمع 
و کتورها که ضلع مثلث را تشکیل می‌دهند عبارت از ضلع سوم 


لت ا پس داریم: 
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برای این که مثلث فوق قایم‌الزاویه باشد؛ بدین ترتیب حاصل ضرب ۰80-0 ۸4 شود. 
ll‏ ۱ ۳ 71 
0 = 3-5 +2 = (5-)(1) + (3-)(1-) +(2(0) = 
0 1 ۸48 ج- 
1- نشان دهید که مرتسم‌های و کتور 6 + +01 = « به امتداد و کتور واحدهای 3 و 1 
به ترتیب مساوی به ۰۵ ۵ و می‌باشند؟ 
۸ 
2- نشان دهید که برای هر مثلث 48€ داریم: 


i) a” =b” +c” -2 A ii) a=b-cosC+c-cosB 


cos(a = 8) = cosa cos Û + sin 0 sİn 8 ثوت كنيد که:‎ -3 


حاصل ضرب و کتوری دو و کتور ۱ 
The Cross Product‏ وش 
کے کے کے کے 
شکل داده شده و کتورهای 1 و 1:۷ را طوری ا a‏ 
۳ سس - 

نشان دهیم که 14 هم جهت کف دست» ۷ به جهت 5 ر 
SS 1‏ 

آرنج و ۷ به جهت شست راست فرار گیرد؟ 7 


۰ 


تعریف 

چ چ ج چ و چپ 
دو وکتور خلاف صفر ۷ و ۷ را در نظر می گریم. حاصل ضرب و کتوری دو وکتور 1و ۷ را 14×۷ 
چ ت ج I‏ چ چ 
(۷ کراس ۷ (7095)) خوانده می‌شود ) عبارت است از: ux v = (lu: |v] sin 0) n‏ 


چ و و 
درحالی که 0 زاویه بین و کتورهای gU‏ ۰۲۷ (7 > 0> 0) و 1 عبارت از وکتور واحد نارمل که 
ر 


عمود به مستو ی و ۷ و توسط قاعدة دست راست ( 1ن 11204 R٤‏ ارائه می‌شود. 
حا صل ضرب و کتوری دو و کتور: قبل از این که حاصل ضرب وکتوری دو و کتوررا توضیح کنیم لازم 
است تا در بار تر کیب خطی و کتورها؛ فضا ی و کتوری و استقلال خطی و کتورها مختصر نظر اندازیم. 
1- تر کیب خطی و کتورها: مجموع مضرب‌های سکالری وو کتوری یک ست به نام ترکیب خطی 
و کتورهای آن ست یاد می کنند. 
ا گر و کرد E‏ ۳ یک ست وتو هار . », ۳ سکالرها باشند. درس صورت» 
a= dı a, yy‏ را به نام ترکیب خطی وکتورهای 7 ِ E‏ یاد می کنند. 
مثال1 مر که 36 D7‏ ۸ و EM CC LCN DN‏ 
آن‌هار را بنویسید. در صورتی که 5= ,۵ , 2= 0 باشد. 
حل: 
ON O)‏ ره دز 
4K‏ + 4+ 2 + 57-15 +107 < 
ار 
و کتور 2 رابه نام ت کیب خطی و کتورهای رن 


مثال 2 هر گاه و کتورهای 4 و ول ۱ 1 25 ,4 و (3, 2) = 4 نشان دهید که و کتور 


(5-, 6) = 4 تر کیب خطی و کتورهای و4 و ,4 می‌باشد. 


2 


حل: ۸[ € ر. ,2 سکالر ھا اند؛ پس: 
را ا ا 
(وه , 50) +32 2۵) = (5-, 6) = 
(ره +30 50 + ,20) = (5-, 6) = 
26 50+ ,20 
5= ره +30 ج 
از سیستم فوق قیمت‌های ,و .را به دست می آوریم: 
26 ۲30 ,20| 3 
5ے = ٣‏ 
6Q, +150 =18‏ 
Ew I0‏ ,60 - 


1 0 ج- 26 < 130 
13 
e‏ 
13 
ا ر 
13 13 13 
31 62 62 - 
کک د ی سس ل 
13 26 13 


a= )6,-5(= 2 ,3(+ 2)5 ,1(‏ 
28 31 2 
از و و ا 
a = ( ) ) )‏ 


بعنی قیمت های 0 و 0 به وکتورهای ,4 و و ضرب شده. در نتیجه و کتور 4 به دست آهمده؛ پس 


گفته می توانیم و کتور 6 و <4 ترکیب خطی و کتور 4 است. 


ارائة یک و کتور درشکل تر کیب خطی و کتورهای واحد طبعی 
اگر و کتورهای موضعی (شعاع و کتور) در فضا ی دو بُعدی سه بٌعدی» و بالآخره 1 داده شده باشند می‌توان 
آن‌ها را در شکل مجموعه مضرب‌های و کتورهای واحد طوری زیر ارائه نمود. 

8- به فضای دوبعدی (ر× , 00+ (0:,) (وتد, 0۲ 

چون: (1, )رد +(0, x1‏ = 

ک0 را و 


پس: 6و6 + ,6 = ( ول و 6 
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ويا به عبارة دیگر: 
(1, 0)بز + x)1,0(‏ = (بز,0) + (x,y) = )x,0(‏ 
xe, + ye, = XÎ+ Yj‏ = 
0 - برای فضای سه بُعدی طور زیر به دست می‌آید. 
(;× و 0و 0) + (0, ردو0) + (0, 0و )x>‏ = (2 وم و) = ( و2۲ بو 2) 
x )0 ,1 ,0( + ×,)0,0 ,1(‏ + (0, 0 ملد = 
قسمی که (1,0,0) = 6 , (0,1,0) = وه و (0,0,1) = ه و کتور واحد است؛ بنابر این: 
FE‏ 6رد + ,26 < ور رو 6 ) 
xi+ yj + zk‏ = (2 و (x,y‏ 
6- حالت عمومی‌فضای 1 بعدی 
و یر ی (GE gl‏ 
لاو مە و0 و 92500 0و ەە و0 )و2( و م وو )ر = 
E @ FE Foc FE 3,‏ = 
درحالی که ,6 ,....,و6, 6 را به نام وکتور واحد یاد می کنند. 
و کتورهای خطاً ستقل: و کتورهای ,6, ... ,ر, ,6 در یک ساحة و کتوری» خطاً مستقل با دارای 
استقلال خطی است؛ در صورتی که تر کیب خطی 0= a,‏ , :0 +... + ریا + adı‏ مساوی به صفر 
باشد؛ همچنان 20 0 =.... = ر < ,0 باشند. 
ارات 
هر گاه }1 0 0()0, 1, 0)( (0, 0, 0 = ک نشان دهید که 8 خطاً مستقل است. 


س 


و کتورهای خطاً مربوط: ,ه, ... ,ره, ,6 خطاً مربوط یا دارای انحصار خطی نامیده می‌شوند؛ اگر 
تتها و کتوره‌ای 20 a‏ یت + ور باد و کم از کم یکی از ضرایب 
0 و ۰.۰ ,< » و کتورها خلاف » صفر باشد. 

پاداشت: برای به دست آوردن یک ست و کتورها که دارای استقلال خطی است؛ بايد مراحل زیرا در 
نظر بگیریم. 

مرحلة اول: ترکیب و کتورها را به دست آورده؛ مساوی به صفر قرار می‌دهیم . 

مرحلة دوم: عملیة جمع و کتورها را اجرا می‌نماييم. 

مرحلة سوم: سیستم معادلات را تشکیل می‌دهیم. 
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مرحلة چهارم: سیستم معادلات را برای سکالر ها حل نموده در صورتی که تمام سکالر ها صفر شوند در 
این صورت حکم می کنیم که و کتورهای مذ کور دارای استقلال خطی اند در غیر آن دارای انحصار خطی 
می‌باشند. 
مثال: ,6..ره, ,6 داده شده باشند؛ طوری که (2,3,1) په ,  )0,3,1(‏ وه ,(0:2,0) 6 
نشان دهید که و کتورها دارای استقلال خطی اند؟ یا خیر. 
حل: با استفاده از رابطةٌ و کتورهای استقلال خطی می توان نوشت:؛ 
و 0= )2,3,1( ,2 +(0,3,1)ره + )1,2,0( a‏ = جهیه + adı + a@2‏ 
مرحلۀ دوم 
(0,0,0) = ( و۵« 30, (2Q,‏ + ( و۵ و0,30) + (0 ,20 و0) = 
(0,0,0)<( و0 + و0 + 0و 3۵ + 30 + 20 0020+ (a,‏ = 
مرحلة سوم: 
a, +0 +20 =0 0 +20 =0‏ 
FE OL, 0, = Û‏ ۷ اج لاح FO‏ 201 
0< 0 + 0 0= ویو + +a,‏ 0 
مرحلة چهارم: حالا سیستم معادلات فوق را برای ور :0/۰ حل می‌نمایيم. 
0 
8 ر 2005 که لا و6 ا 
0= 20 + 0 
ا<به < 0< ,0+20 
20 30+ 30+ ,20 
( (3 ۳( 
0= ,3 
0= 0 


چون 0 = ,0 = ر = »است؛ بنابر آن و کتورها ارتباط خطی ندارد. 


© ۳ درنظرداشت تعربف قاعده دست راست مسیر» جهت» ۷ VXU‏ را در سم ی 
۱ 6 
شکا مقابا نشان دهد؟ 
e‏ | 
/ 2 4 


چب بے وے چ 1 
e‏ نشان دهید که 0= ixi‏ و ixj =k‏ است؟ 2 1 E‏ 
ر a‏ 

چ چ ۳ 9 


> > > > 2 > 33 
۵ با استفاده از بند بالا برای حاصل ضرب‌های و کتوری ‏ *<۰ ۸×۸ » ۸×[ و 1 ×۸ چه گفته می‌توانید؟ 


0 


1 


چ چ چ چ چ چ 
۵ نشان دهید که ۷×1 -= 1۷۷ و 0= 10*1 است؟ 


چ و‌ 
۰ آیا به صورت عمومی گفته می‌توانیم حاصل ضرب و کتورهای ¡» ز و ۸ به شکل دایروی یکی 
از حاصل ضرب اولی و دومی و کتور سومی؛ مانند دایرۀ داده شده به دست می آید؟ 
کے وت 
نتیجه: از حاصل ضرب و کتوری دو وکتور خلاف صفر 4 و ۷ با استفاده از قاعده دست راست داریم که: 


1) ۳ 

ر وب چ چ 
 uxyv=—-yxu‏ )1 

> > 2 2 > > > 


1) ux(v+w)=uxv+uxw 
> > > > > > 
iv) ux(kv)=(ku)xv=kx(ux v) , kelIR 
با تطبیق تعریف حاصل ضرب و کتوری ثبوت اجزای کج ری برای ھا گردان گذاشته شد.‎ 
ی 34 ج ك ج 2 بے چ چ‎ 
مثال 1: نشان دهید که هر گاه 6+ +۷۵ و ات + ژرا+6۶-< ۲ وکتورهای خلاف‎ 
صفر داده شده باشند؟ پس:‎ 
1 
b, زر ,€= 9 ۰ تا ات‎ + (a, Db, —b, a, )k 


وه یط وه 


۱0 <۷ ۷ | ۵ 


حل: بااستفاده از تعربف داریم که 
uxyv=(a, i +b, ۱ k)x(a, i +b, j+ce, Kk)‏ 
i)+bb,(jx j)+bc(jXk)‏ )ره +)ixk(رa,c+)j‏ ix(رa,b+)a,a,(ixi‏ = 


+ Cd; 10 ۳ GD) 1 ۳ GG 1 1 


چ چ و ي چ و يچ 
IxJ =k [<*1 < 1 ixi =0‏ 

چ چ چ و چ ج چ ي 
0= ز×ز , kxi=j kl‏ ر. Rj‏ 
jxi=-k kx j =¬—i kxk =0‏ 
چ 


چ ج > ` چ 
db, ‘k— a,c, ۱۱ ‘kK+b,c,۰i+c a, j-c, i‏ = 


ج چ ج ج ۳ چ 
a,b, *K)— (cb, ۰ i+ a,c, 7 ba, ‘k)‏ رز ۳ ۰ (b,c,‏ = 
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= (DC - و6‎ (۰+ (Ca - وطره) + ۰( و۵6‎ - ۵۲ 
= (DC - و6‎ (۰۶- (aC - وهی‎ (۰ + (a,b, - ۵۲ 
i j R 
< uxv=@, D, ع<|ه‎ (D€ =€) i1 (aC =C,4,)* + (a,b, ba)‘ Kk 
و9‎ 


C2‏ و6 
ال ۵ ی ای E‏ 
به 6+81 +-- 07 می‌باشد. 
حل: با استفاده از مثال بالا می‌دانیم که: 
( 2 4 ۲ ۵( ۲42 02 - رم 
۱۱۵ 40 در IS‏ 
و 
حاصل ضرب مخلوط (حاصل ضرب سه گانه)۳۲۵00۱ Triple‏ 
قعریف: برای ضرب دو و کتور یا بیشتر از آن چندین امکان وجود دارد که هر کدام از آن ها را 
مورد مطالعه قرار می‌دهیم. 
) حاصل ضرب 8۰0(5) 
در حاصل ضرب فوق دو وکتور ۵,7 به قسمی سکالری ضرب شده که نتیجۀ آن یک سکالر 
است. بعد سکالر مذ کور ضرب و کتور 6 نموده که نتیجۀ یک و کتور حاصل می‌شود که این 
وکتور با وکتور ۶ هم جهت است. 
در حاصل ضرب فوق قانون زیر وجود دارد 6۰2(5) ± ۵ ۰۵) + (2۰3) 


جهت و کتور ۰6(8) هم‌جهت و کتور وجهت و کتور 2۰6(0) هم‌جهت و کتور ۶ می‌باشد. 


dı 4 3 
6۰) xé) = |b, b, b, (ii 
6 ده‎ C3; 
20*226 600 (i 
a(axb) =0 (iv 


2 


ارتباط (۵)8<6 و حجم متوازی السطوح عبارت است از 

: اگر ۵ , 9 و 6 اضلاع متوازی الاضلاع باشند قسمی که به , 
شکل دیده می‌شود | 7× | قاعده متوازی السطوح و 9 
ارتفاع متوازی‌السطوح است؛ پس از این سبب: 
=b|(a x)‏ (6۰2) ۱ 0*6 < ۷ حجم متوازی سطوح 

۷ < 6) <*6( 


مسایل تطبیقاتتی 
ج 5 وم ا 5 
1- اکر و کتور + a =4i+3‏ و +7 b=2i-‏ در فضا داده شده باشند» مطلوب ات 
وکتوری که بالای هر دو وکتور عمود باشند؟ آیا این وکتور یکتا و یگانه است یا خیر؟ دلیل تان چیست؟ 
بت وید 
حل: با استفاده از قاعدهُ دست داشته می‌دانيم که و کتور ۶× بالای و کتورهای مذ کور عمود است» 


پس داریم که: 


1 > > و ج 
بنابرین وکتور ‏ 10۸-[ 1-6 7= ۵۲ بالای و کتور 4 و مود برد اما یکت نس ودرا 
۳ 


زیت وب ۳ 
و کتور ۾ ×( نیز بالای و کتورهای a‏ و ۵ عمود شده می‌تواند. یعنی داریم: 


i1 j Kk 
bxa=2 -1 2 =-71+6j+10k =—(7i—-6 j-10k)=-axb 
اد ك‎ 
۰ ثبوت کنید که برای هردو زاویه .0 و‎ -2 
sin(e + 8) = sin a ‘cos Û + ‘sin Û 
¥ 
A4 > 29 7 
۳ دو وکتور واحدی که در‎ OB و‎ OA حل: هر گاه‎ 
> +X مستوی ۲ > × داده شده اند» باشند؟ طوری که با محور‎ 
۳ 2 
وود‎ 


w~ 


× زاویای 0 و6 را یکل مید از شکل می دانیم 
که: + 6 ۸08 


از طرف دک می‌دانیم که ز 8112+¡ ومع = 0۸ و ز (0-)صه + (-)005< 08 بنابرین 


داریم که: 
i jji Ê‏ 
04x OB = (cosai +sina j )x(cosBi -sin B j) = cos sind 0‏ 
cos —-sinĞ 0‏ 


(0 + بصن 1 - >( 605 0 (sin f cosa -sin‏ ڪِ 


5 04 x OB م‎ .sin(a + 8) = sin(a + 6) 


A 
برای یک مثلث اختیاری 480 نشان دهید که:‎ 3 
4 9 _ € 
sin A4 sinB sinC 


حل: فرض می‌نماييم که قرارشکل داده شده و کتورهای ۵ و » به امتداد اضلاع C4 «BC‏ و 


8 یک مثلث ۸80 داده شده اند. بنابراین داریم: : 
چ و و XA‏ 
A, a+ b+c =0‏ 
چ چ چ 2 کے 
(i)‏ 0--< بو > 9 کت 
0 ر 
۲-0 2 
د ج رم 
2 وک 


هر گاه اطراف مساوات را به و کتور » ضرب و کتوری نماییم به دست میآید: 
(b+c)xc < - ۷ 6‏ 
> > > ۶ > > ۶ > 

(bxc)+(cxc)=-axc = 6 


و چ و چ و چ 
07 06 کل CE‏ 


bxc 


و چپ 
0۶ 


0 


بنابرین طبق تعریف» برای مساوات فوق می‌توانیم بنویسیم: 
Sin(r - A4) = 0 2 Sin(r - B)‏ 0 2 
DeSinA4= ca Sinê > bSin4 = aSinB‏ > 


Db a SinB _. ۸4 
,9/7 SinA b 


TT مانند بالا اگر اطراف 1 رابطة‎ 
(b+c)xb=-axb=bxa 
(bxb) + (cxb) = bx a 
:bxb=0 > (cxb) = bx a 


م 


0 


> 
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> 


b 


sin A = 


alsin C 
csin ۸ < asin 0 /+ac 
ad  C .„.. Sin A _ sinC 


. = HU ...77 
sin 4 sinC 0 6 


از معادلات (11) و (111) فورمول قضيهة ساین به دست می آید: 
€ _ 0 . # 
sin ۸ sinB sinC‏ 
4- مساحت یک متوازی الاضلاع: برای و کتور خلاف صفر ا و ۷ که بین خود زاوية 0 
را قرار شکل زیر تشکیل می‌دهد در نظر می‌گیریم. مشاده می‌نماييم که 1 و ۷ اضلاع متوازی 
الاضلاع بوده که برای دریافت مساحت آن می‌توانیم بنویسیم: 
ارتفاع × فاعدة = مساحت متوازی الاضلاع 


چون ۳ = فاعده و 0ص اب - =n‏ ارتفاع 


می‌باشد؛ بنابراین: 


کے چ 2 
UXY‏ = من lul‏ = مساحت متوازی الاضلاع 
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یعنی مساحت یک متوازی الاضلاع مساوی به قیمت مطلقهٌ حاصل ضرب و کتوری اضلاع متوازی 
الاضلاع که در عین حال اضلاع متوازی الاضلاع را نیز تشکیل می‌دهند می‌باشند. 

فتیجه: چون مساحت یک مثلث نصف مساحت یک متوازی الاضلاع را تشکیل می‌دهد؛ بنابراین 
مساحت مثلث با درنظرداشت شکل زیر عبارت است از: 


1- اگر 1+2+ = به , ۶+ 2= ره و 21+2 + 3 = ه‌باشند نشان دهید که و کتورهای 
اکور غا ت 

2 نشان دهید که و کتورهای 21037147 ي¿ 416/18 0 با همدیگر ارتباط خطی 
ار 

OLD MIC LL CN ات‎ ٩ ٩ 

و (1,1,2-)) مشخص شده باشند.» همچنان مطلوب است و کتور واحدی که بالای مستوی 

0 عمود باشد. 

4 مساحت متوازی الاضلاعی را که توسط و کتورهای (1,2.4(,۳)0,۵,0-)0 SFC ID‏ 

۹ MNS 

ES‏ ار ای ری و 

کنید؟ 


E SN a رت رح تک رک‎ ّ 
yxu 1 1/<* ۲۷ (11 1/< ۲ (1 


@ 


نکات مهم فصل 


۵ ه ۵ ۰ ۵ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ 
و کتورها در سیستم مختصات قایم: ست تمام تیرهای که دارای طول مساوی و باهم موازی و 
هم‌جهت باشد به نام وکتور یاد می گردد. هر وکتوری که دارای طول مساوی و جهت یکسان 
باشند به نام و کتور ممثل همدیگر یاد می گردد» و کتور که مبداً آن در مبدأ سیستم مختصات قایم 
قرار داشته باشد به نام شعاع وکتور ۷66۵/0۲ ۳0511101 یاد می‌شود. یک و کتور در مستوی به 


> d, 
عبارت از ترتیب‎ ٩, شکل 4 نشان داده می‌شود. ,4 عبارت از فاصله روی محور × و‎ 
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آن روی محور 7 می‌باشد. 
فاصله و نقطۀ وسطی بین دو نقطه: مرگاه (,(,,۳)5 آغاز و (رر,ر×)© انجام یک و کتور 


> ِ ۲ رخ 2۲ رد d,‏ 
20 باشد» در این صورت وکتور 4 را به ج 


0 ان 55 و 
d, ۲ 7‏ 


بادرنظرداشت مثلث قایم الزاویه 70۷ و طول و کتور ۵ داریم: 


فاصله بین نقطهة ۲ و ©> TT Ty‏ + :ەل = |= طول و کتور 4 


X +X» 
X 
0 مختصات نقطة وسطی‎ ۸۶ =| "|| 2 OP 
J 1 
7 


و کتور واحد: وکتوری که به جهت یک و کتور داده شده قرار داشته» دارای طول یک واحد 


باشد» به نام و کتور واحد یاد می‌شود. 


2 0 2 
مثال: ا ( ]- وکتور واحدهای سیستم قایم در یک موی به جهت محور و 


0 1 
1 0 0 
ر می‌باشند» درحالی که بل اک «i‏ از اک ار 0= ۸ وکتور واحدهای سیستم مختصات 
0 0 1 


قایم در فضا به جهت محورهای ۰ از و 2 می‌باشند. 
حاصل ضرب سکالری و و کتوری و کتورها: حاصل ضرب سکالری دو و کتور خلاف صفر 


چ 


وت 9 و ر 
»ا و ۲ در مستوی یا فضا عبارت است از: 6050 | |u|‏ = ۷ درز 


0 


در حالی که 0 زاویةٌ متشکله بین و کتورهای و 
آن که یک و کتور بوده توسط ار 

sin 0-7‏ ۳ 
در حالی که xv‏ و کتور عمود بالای و کتورهای و ۷ بوده و با و کتورهای و ۲ توسط 
قاعدهُ دست راست مشخص می‌شود. 
قاعدةٌ دست راست: مر گاه انگشت شهادت را به 
شکل قایم قات شده؛ مانند شکل زیر درنظر بگیریم» در 0 


این صورت» انگشت شهادت جت سر ۳ 


انگشت قات شده در قف دست اطراف يا جهت آرنج ۷ 8 ۸ 
کے کے i‏ / 
محور ۷ و شست کلان حاصل ضرب وکتوری Uxv‏ 
Uu‏ ؛ 
راد مه / 


3 > 2 > 
حاصل ضرب و کتوری دو و کتور در فضا: هر گاه وکتور 07+ +0< و 
> > > > > > ۰ > 
ون + +1 ره = 9 داده شده باشد» در این صورت حاصل و کتوری 4 و ( یعنی (>×4 
عبارت است از: 
E‏ 
کار & |= X0‏ 


و D>‏ 
مساحت و حاصل ضرب و کتوری: قیمت مطلقه‌یی حاصل ضرب و کتوری دو وکتور خلاف 


رک چ 
صفر 4 و ۵ مساوی به مساحت متوازی الاضلاعی است که توسط و کتورها؛ مانند زیر تشکیل 


می‌شود: 
ر ٣ h=u-sin‏ > 
۲ سم U f‏ 
۱ / 
و چپ و 
۷ ×۷ = مساحت متوازی‌الاضلاع ۳ 


۸ 


ات کر TE‏ 

axb 0 ۳ 4 

2 هرگاه نقاط (2,3) و (2-,2)6 انجام‌های و کتور شعاع‌های 0 و 00 باشند در این 
صورت و کتور PO‏ را به شکل نز +× در مستوی بنویسید؟ 


e E حاصل جمع رز ی‎ 3 
TDD oT 

TCO CEG‏ ار را 
ن: 2CB-2C4 =? xiii) 24B-CB =? i) AB=?‏ 

O E E وکا‎ 
مطلوب است:‎ 

yy e 


و چ 
3v+w=?‏ 


ر و کے 
۷) : و کتور واحدهای هم‌جهت و کتورهای داده شده Wg ۷ «U‏ راد افت کنید؟ 


چ رم ا بت و رب 
6 برای و کتورهای داده شده a‏ و 2 حاصل ضرب‌های سکالری ۰۰ 0و حاصل 
تب چت رت 


ضرب‌های وکتوری ۷ و 4×( را به دست آورده دو به دو باهم مقایسه کنید هرگاه 0 و 


داده شده باشند: 


3 9 ۱-26 „| 2 1 ۰. ر‎ 2 e بر سا‎ 
: ٤ :1V) :)111( 1 ۱ ِِ : 2 :1( 
و‎ < 2 + + b=i+ j و‎ <1 j b=i- [ + 


7 مساحت مثلك‌های که راس ها توسط نقاط زیر مشخص می‌شوند؛ مطلوب است: 
i): P(0,0,0), ©0(2,3,2), R(-1,1,4)‏ 
ii): P(1,-1,-1), ©(2,0,-1), R(0,2,1)‏ 


0 


8 مساحت متوازی الاضلاع که رأس‌های آن توسط نقاط زیر مشخص می‌شود؛ مطلوب است: 
(فرلی3)ا C(2,-1,1),‏ و(دوشیلاظ (4)0,0,0 i):‏ 
A4(1,2,-1), B(4,2,-3), C(6,-5,2(, 2)9,-5,0(‏ :)1 
B(-1,2,2), C(-3,4,-5), D(-3,5,-4(‏ ایا iii):‏ 


(: i=5i-j+k, ¥= j-5Sk, W=-15i+3j-3k 
ر- 2+ نو :زا‎ P= رر+ ا وب + نز‎ 


۳۷۳۹ 


ضریب تغییرات 
Coefficient ۹‏ 
۳۲ رال کی بت اه را ۰ و 


پراگنده گی جامعة دیگر را بر حسب کیل و گرام 
بیان نماییم. آیا فکر می کنید این پراگنده گی‌ها 


قابل مقایسه استند؟ ? 


لاا فالیت 


ده نفر از شاگردان صنف خود را به طور تصادفی انتخاب کنید. 


_ 150 وزن 
170cm‏ قد 


٩‏ اندازهُ قد و وزن ایشان را مشخص کنید. 
٩‏ واریانس و انحراف معیاری» قد و وزن این شاگردان را محاسبه کنید. 
٩‏ آیا فکر می کنید مقايسة میزان پراگنده گی این دو متحول از طریق واریانس و انحراف معیاری 
ممکن است؟ چرا؟ 
9 اگر انحراف معیاری را تقسیم اوسط نمایید مقدار که به دست می‌آید واحد آن چیست؟ 
ضریب تغییرات یا پراگنده گی نسبی موارد استعمال زیاد دارد که واریانس و انحراف معیاری فاقد آن ها 
است. یکی از کاربردهای آن مقایسة دو جامعه احصاییوی نا متجانس و ناهمگون است. 
ضریب تغییرات که با سمبول ۷/) نشان داده می‌شود عبارت از خارج قسمت انحراف معیاری بر 
اوسط که عدد مطلق (بدون واحد) است؛ بعنی: 
ص 0 
۳9 اوسط 
ضریب تغییرات را بیشتر به صورت فیصدی می‌نویسند. 
اگر ضریب تغییرات به 100 ضرب شود ضریب تحول به دست می آید. 


مر 
XxX‏ 


٩‏ ضریب تغییرات فقط برای 212 مثبت تعریف می‌شود. 

۵ اگر همه 1212 با هم برابر باشند ضریب تغییرات صفر است. 

٩‏ اگر همه 1212 را در یک عدد مثبت ضرب کنیم ضریب تغییرات تغییر نمی کند. 

۵ اگر به همه 44 یک عدد مثبت را اضافه کنیم ضریب تغییرات جدید کوچکتر از 


ضریب تغییرات 1212 اولیه است. 
(N )‏ 


مثال 1: ضریب تغییرات 2124 زیر را محاسبه کنید. 


N. 4S5 
DT 

n 3 3 

8 _ 4+4 5-3 + 3-3 + 1-37 _ (3- 2% 
7 کے کے کے > > ٍ =9 

n 3 SG 

7 = 5 
وھ کل - 2 0۷ 

X 


مثال 2: یک تولید کنندۀ لامپ تصویر تلویزیون دو نوع لامپ تصویری تولید می کند نوع ۸و 
نوع 13 در حالی که عمر متوسط ۸۵ برابر 1495 ساعت و عمر متوسط نوع 3برابر 1875 ساعت 
اه GD‏ ۱ 

کدام یک از این دو نوع لامپ تصویر دارای پراگنده گی نسبی (ضریب تغییرات) بیشتر است؟ 


حل: 


ضریب تغییرات لامپ 4: 


CD LN O O 
¥, 5 

C.D‘Ss Ty 
۳۰ 9 


چون ٥۷‏ < ے٥‏ بنا بر این لامپ نوع ۸ دارای پراگندہ گی بیشتر است 


ا 


6 5 4 3 1 
2-اگر اوسط برابر 4 و انحراف معیاری برابر 6 باشد» ضریب تغییرات چقدر است؟ 


3- ضریب تغییرات سن شاگردان صنف شما 10 LS‏ 


بیشتر ؟ 


1 


پر گند ه گی در منحنی نورمال 
Normal Carve‏ 
شنیده باشید که می گویند: "یک تصویر خوب 


ارزش هزار کلمه را دارد" 
به شکا مقابل نگاه کنید در بارة آن فکر و : س 
ند 


ال ایت 


دو گراف زیر پرداخت حقوق کارمندان دو شرکت مختلف ۸ و 8 را نشان می‌دهد. 


تعداد کارمندان 


میزان حقوق 
۰ کدام شرکت. اوسط پرداخت حقوق بیشتری دارد؟ 
۰ کدام شرکت پراگنده گی کمتری در میزان پرداخت حقوق به کارمندانش را دارد؟ 
۰ پرداخت حقوق دو شرکت را با هم مقایسه کنید. 

نکات زیر بین اوسط و انحراف معیاری در منحنی نورمال صدق می کند. 

6 اک ۰ اوط, اف مار اس در ۲ 
حدود 6 موارد مورد بررسی در فاصله 
(5 + × ,7-5) یعنی به فاصله یک انحراف 


معیاری در اطراف اوسط قرار دارد. 3 ا 


۵ حدود %6 از موارد بررسی در فاصلۀ 
ات 2 و 9 دا ینت حهفاصله دو 


ار ار را 


می گیرند. 
9 


۵ حدود 99% از موارد مورد بررسی در فاصلةً (35+ 35,6 -7)یعنی انحراف معیاری در 
اطراف اوسط قرار می گيرند. 

در یک منحنی نورمال انحراف بیش از .2 غیر عادی و انحراف بیش از 35 بسیار جر عادی 
می‌باشد. 0212 که بیش از 35 از اوسط فاصله داشته باشند بايد به عنوان یک 0212 تیت و 
پرک تلقی گردد. 

مقال: اگر اوسط معاش کارمندان یک موسسه برابر مبلغ 12500 افغانی و انحراف معیاری برابر 
0 افغانی باشد: 

الف) با استفاده از فیصدی‌های توزیع نورمال» توزیع معاش داده شده را شرح دهید. 

ب) آیا معاش معادل 1400 افغانی غیر عادی است؟ چرا؟ 


حل الف) ابتدا مقادیر 5+ ,25 و 73235 را محاسبه می کنیم. 


فیصدی فاصله بر حسب افغانی فاصله بر حسب ٩‏ 
68% 11800-100 0 
96% 11100-0 
99.6% 10400-00 کک 


حل ب: ابتدا -1400 را حساب می کنیم که برابر است با 1500 یعنی معاش 1400 افغانی به 
اندازة 1500 افغانی بیشتر از اوسط است. حال اگر این رقم را به ٩‏ تقسیم کنیم داریم: 
1500 


700 
بنابر این» معاش 1400 افغانی معاش غیر عادی است؛ زیرا به اندازةٌ بیش از 25 بالاتر از × قرار دارد. 


ان 


هر گاه 68.28% مشاهدات در انتروال (۶ + × , و -۲) قرار داشته باشد» آیا 95.45% و 99.73% 


21 


از مشاهدات در کدام انتروال ها قرار دارند؟ انتروال ها را با منحنی نورمال مشخص کنید. 


0 


شاخص‌های شکل توزیع نورمال 
در شکل مقابل اوسط‌ها با هم برابر اند در بارة 
پراگندہ گی در اطراف اوسط چه فکر می کنید؟ N‏ 


دو شاخص تمایل مر کزی و پرا گنده گی به میزان زیادی data‏ 

مربوط به یک مجموعه 010 احصاییوی را به صورت خلاصه انعکاس می‌دهند. 

برای دانستن آن که یک مجموعه 010 احصاییوی متناظر و دارای اشارهٌ مثبت و منفی باشند ازب شاخص‌های 
اوسط و انحراف معیاری در شکل نورمال می‌توان بهتر استفاده نمود. 


للا فالیت 


۰ در یک توزیعی نورمال شاخص‌های میانه. اوسط و مود چه وقت باهم مساوی هستند؟ 
۵ اگر توزیعی در اطراف اوسط متناظر نباشد در بارهُ کمیت‌های اوسط میانه و مود چه فکر می کنید؟ 
۰ اگر یک توزیعی متناظر باشد تفاضل بین اوسط و میانه مساوی به چیست؟ 
۰ اگر دو توزیع دارای اوسط یکسان و متناظر باشند» از نگاه بلندی و پخشی چه وضعیت را دارند؟ 
1- شاخص خمیده گیی(51670659): توزیعی که در اطراف اوسط متناظر نباشد خمیده گی گفته 
الف) ضریب خمیدهگی: شاخصی است که برای تعیین میزان خمیده کی به کار می‌رود. و به صورت زیر 
تر ودب می سود 
eT‏ 
E‏ 
و 


da; 
یک عدد مطلق است که برای مقایسه مورد استفاده قرار می گیرد.‎ 0 

اگر 0= وه توزیع متناظر» اگر 0< وه توزیع دارای خیمده گی مثبت واگر 0> وه توزیع دارای 
مه کی مکی اس 


ب) ضریب خمیده گی پیرسون: ضریب پیرسون به صورت زیر تعریف می شود: 


@ 


_ 3F med) 


2 (م کل 


در توزیع متناظر ضریب خمیده گی پیرسون برابر صفر است. کمیت‌های مثبت و منفی ضریب خمیده گی 

پیرسون به ترتیب نشان دهندة خمیده گی مثبت و یا منفی توزیع است. 

2- شاخص کشید هگیی(601/05[9): شاخص کشیده گی نشان دهندة آن است که یک توزیع چه وقت 
دارای اوج و چه وقت دارای پخشی می‌باشد. ریب کشیده کی معمول‌ترین شاخصی الست که برای 


اندازه گیری کشیده گی به کار رفته و به صورت زیر تعریف می شود: 


1 ۳ 
- E 


a4 

1 

عم 2 (×- - 
اگر جدول کثرت را در دست داشته باشیم پس فورمول شاخصی کشیده گی $ گے ات 


که , فریکونسی ,× دیتا» × اوسط و ؟ انحراف معیاری است. 


شاخص کشیده گی بسته گی به موقعیت و پراگند ه گی توزیع ندارد. این شاخص برای مقایسه مورد استفاده 


سس 
قرار می گیرد. 
3 9 و 5 
مثال: شکل زیر را در نظر بگیرید؛ ضریب ,6 رابا 
> اس توزیع قله | 
توجه به عدد 3 و خمیده گی و یکلہ کے ھک ورجح ی 
ES N E‏ 

۳ 3 ۳ ِ 2 

داده شده مقایسه e‏ دهید. توزیع نورمال e‏ ُ کر کروی کا سے 


= ۳ 
ر 


حل: توزیعی نورمال به طور معمول به عنوان استانداردی برای مقایسه میزان کشید گی یک توزیع مورد 
استفاده قرارم ی گیرد. برای توزیع نورمال پبه‌معادل 3 است. اگر په بیشتر از 3 باشد» کشید گی یا اوج 
توزیع به نسبت بیشتر از نورمال است. 

به عبارت دیگر» توزیع قله‌یی است. اگر ,» کمتر از 3 باشد کشیدهگی یا اوج توزیع کمتر از توزیع 
نورمال است که در این صورت توزیع را فلاتی(وسیع) می گویند. 


سین 


1- نمرات مضمون ریاضی شاگردان ک صنف به صورت زیر داده شده است. 


2 4 4 10 6 4 تعداد شا گردان 
90-100 | 80-090 ۱ 70-80 | 60-70 ¡ 50-60 40-50 0 


0 


ضریب خمیده گی پیرسون را محاسبه کنید. 


جامعه‌های چند متحوله 
اگر اندازة قد یک هم‌صنفی تان را بدانید. آیا 
مقدار وزن او را با توجه به اندازه قد اش حدس 


زده می‌توانید؟ 


اد فالیت 


ار را ای وا را ای را رس ره 

۵ آیا می‌توان اندازة قد و مقدار وزن یک شخص را به حیث یک متحول ارائه نمود؟ 

۰ اگر بخواهيم اندازة قد و مقدار وزن شاگردان یک صنف را همزمان مورد مطالعه قرار دهیم» 
جامعه‌یی که مورد بررسی قرار می‌دهیم بايد چه نوع جامعه باشد؟ 

۰ قد و وزن ده نفر از هم‌صنفی‌های خود را اندازه نمایید. 

٩‏ 0214 به دست آمده را به صورت جوره‌های مرتب بنویسید. 

٩‏ نقاطی که توسط جوره‌های مرتب در مستوی مشخص می گردد ذریعة یک خط وصل کنید. 

۰ گفته می‌توانید خطی که از وصل نقاط مستوی حاصل می گردد چه نوع شکل را دارد؟ 

از فعالیت بالا فهمیده می‌شود که موضوع مورد بحث. دو نوع متحول است. تاکنون در درس‌های 

قبلی جوامعی را بررسی کرده‌ايم که در آن‌ها فقط یک متحول وجود داشت. حال جوامعی را 

مورد بررسی قرار می‌دهیم که دارای دو متحول و يا چند متحول باشند. 

برای آسانی کار به طور معمول ارتباط بین دو یا چند متحول را به وسیلۀ معادلات ریاضی با توجه 

به سیستم کمیات وضعیه قایم ارائه می‌دارند. 

در قدم اول به منظور تشخیص و تشکیل معادلات مورد ضرورت معلومات لازم جمع آوری می گردد. 

در قدم دوم معلومات جمع‌آوری شده به شکل ارزش متحول‌های مورد مطالعه در یک مستوی 

مختصات قایم نقطه گذاری می گردد. شکلی که از وصل این نقاط به دست می آید یک گراف را 


مثال: یک متخصص تأثیر نوعی رژیم غذایی را روی یک تعداد خرگوش‌ها بررسی کرده است؛ 
بدین سبب وزن اولیةٌ هر خرگوش را اندازه گرفته و سپس عملي رژیم غذایی را بالای آن‌ها تطبیق 


و دوباره وزن آن ها را اندازه نموده است. دیتاهای به دست آمده عبارت اند از: 
(4,ض),(3,3) ,(2,3(,)1,7) و (1,8) 

در این جا مختصة اول بیانگر وزن اولیه و مختصة دوم بیانگر وزن همان خرگوش پس از اعمال 
رژیم غذایی است. 
- 128 بالا را به صورت جدول سطری و ستونی ترتیب کنید. 
- اگر 4212 ی بالا را به عنوان یک جامعه فرض نماییم آیا این جامعه دارای چند متحول است؟ 
حل: جدول سطری زیر را در نظر می گیریم: 

TO 0 ES 

2 | 3 | 1 | 2 | 1 | وزن اولیه خرگوش‌ها 

4 5 7 3 8 وزن بعد از تطبیق رژیم غذایی خرگوش‌ها 


جدول ستونی زیر را در نظر می گیریم: 


وزن بعد از رژیم وزن اولیه ۱ شماره خ رگوش ها 


س فا ین ب یئ 
س نا نے دیا د[ 
م دنا ټک O‏ کل 


ا ن 


= برای بلند بردن محصولات زراعتی فکتورهای» از قبیل اندازة آب» اندازۀ کود کیمیاوی» نوع کود» 
اندازة آفتاب و نوع خاک موثر انده گفته می‌توانید که حد اقل با چند نوع متحول سرو کار داریم؟ 


0 


گراف براگند هگیی 

Scater Diagram 
شکل رانگاه کنید با توجه به نقاطی که در‎ 
مستوی سیستم مختصات مشخص شده است این‎ 


نقاط را به صورت جوره‌های مرتب ترتیب و 


جوره‌های مر ( )یرای ۱2 2راا دای شده است. 

۰ گراف این جوره‌های مرتب را به طور دقیق رسم کنید. 

۰ نقاط مشخص شده را با هم وصل و معادلة آن را دریافت کنید. اکنون مطابق دستورالعمل زیر 
مختصه دوم هر یک از این 1212 را به صورت زیر تغییر دهید. 
٩‏ برای هر نقطه‌یی سکه را پرتاب کنید. اگر شیر آمد به لیک واحد اضافه کنید و اگر خط آمد از 

¥ یک واحد کم کنید با تغییرات حاصل شده گراف آن را رسم کنید. 

۵ این عملیه را تکرار کنید؛ اما این بار قیمت‌های را که اضافه و یا کم می کنید تغییر ندهید وابسته گی × 

و ۷ چگونه تغییر می کند؟ 


مثال 1 

جوره‌های مرتب زیر را که از تأثیر رژیم غذایی / 

خرگوش‌ها در مثال قبلی یاد آوری نموده بودیم 1 

در نظر می گیریم: ۱ 
ار 21 

این جوره‌های مرتب را در مستوی به صورت 0( 

شکل مقابل نشان می‌دهیم. 


گراف فوق که وزن موش‌ها را نشان می‌دهد به نام گراف پرا گنده‌گی یا پرااکنش یاد می کنند. 
گراف پراکنش مجموعه یی از نقاط در مستوی محورهای مختصات است که از رسم 44ل 
مربوط به اندازه گیری در جامعه‌های دو متحوله به دست می آید. 

مطالعة این گراف می تواند اطلاعات در بارۀ جامعه در اختیار ما بگذارد. 


0 


مثال: گراف‌های زیر را در نظر بگیرید: 


< 


ا (د) (ه) 

در گراف (الف) دیده می‌شود که قیمت‌های روی محور ها افزایش می‌یابد» قیمت‌های روی محور لها 
نیز افزایش می‌یابد؛ اما در گراف (ب) بر عکس است؛ با افزایش قيمت‌ها روی محور ها قیمت ها روی 
محور لا ها کاهش می یابد. 

در گراف (ج) تغییرات در قیمت ‏ ها هیچ گونه اطلاعی در بارة تغییرات ل نمی بینیم؛ یعنی رفتار قيمت × 
رفتار قیمت ل را مشخص نمی کند. 

گراف (د) علاوه بر آن که نشان می‌دهد دو متحول با هم افزایش و یا کاهش می‌بابند؛ با داشتن قیمت با 
دفت ب ری می وان ۲ را حدس رد دفت حلس ردن کے ۲ در این کراف از دات حدس در کراف 


)ر (ت) عر ار در گراف (ه) حدس قیمت ۷ با دقت بیشتری انجام می‌شود. 


و ۵ ۳ a‏ ای = 
در گراف مقابل» قیمت و عمر یک تعداد تراکترها را نشان 1 ۱ 3 
می‌دهد» آیا ارتباط بین این دو متحول وجود دارد؟ توضیح ۰ 8 ِ 3 

۰ زا ۳ ۴ o‏ 
دهید. ۰ ۳ 


xX 
عمر تراکتور (سال) 28 2۵ + ع‎ 
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0 


همبسته گی و ضریب همبسته گی 
نقاط ۸ 8» € و ( مانند شکل مقابل داده شده 
است آیا ممکن است که نقاط را توسط یک خط 


تست اب اتب سب جات ما تس پلژ 


مستقیم باهم وصل نمود؟ چرا؟ ۱ 


x 2‏ 1 ۳ ۹ 
۵ شکل‌های زیر را در نظر بگیرید. 
4 
هم بت “م ا 
ر (الف) 
4 
مس ست ا د ف لد انیت ٤‏ 5 ۰ سب 
(د) (ج) 


٩‏ آیا در شکل (الف) و (ب) می‌توان متحول ۷ را به کمک خطی که از این نقاط می‌گذرد» تعیین 
نماییم؟ 

٩‏ میزان ارتباطات در شکل (الف) و (ب) بین ×و ل چگونه است؟ 

۰ آیا در شکل (ج) و (د) می‌توان خطی را تعیین کرد که همه نقاط روی آن قرار داشته باشند؟ 

۰ مزان ارتباطات در شکل (ج) و (د) بین و ل چگونه است؟ 

* _میزان ارتباطات شکل (الف) و (ب) را با شکل (ج) و (د) مقایسه نموده و بگویید که خطای متحول ‏ 
به کمک متحول × در کدام شکل بیشتر است؟ 


9 


از فعالیت بالا فهمیده می‌شود که اگر نقاط به شکل یک خط مستقیم هر قدر که نزدیکتر باشد خطای 
متحول ل نظر به × کمتر است. و برعکس هر قدر که از خط دورتر باشند خطای ‏ بیشتر است؛ بنابر این 
روش را می‌خواهيم معرفی نماییم که همبسته گی نقاط را اندازه گیری نماید. 

دستور يا فورمول که برای محاسبهٌ همبسته گی معرفی شده است به نام ضریب همبسته گی یاد می کنند و آن 


و 
n n‏ 


رګرک (انحراف معیار / ها) (انحراف معیار ها) 


مثال: ۵12 مربوط به وزن اولیه و وزن بعد از تطبیق رژیم غذایی خ ر گوش‌ها را مانند جدول زیر 


در نظر کر 
حاصل ضرب ×و ل وزن بعد از تطبیق رژیم غذایی (7 | وزن اولیه () | شماره خرگوش‌ها 
8 8 1 1 
6 3 2 
7 17 1 3 
15 5 3 4 
8 4 2 5 


244 327 39 
ضریب همبسته گی بین وزن اولیه و وزن بعد از تطبیق رژیم غذایی را محاسبه کنید. 
حل: اگر × ها وزن اولیه. لإ ها وزن بعد از تطبیق رژیم غذایی و 7-5 تعداد موش ها باشد؛ 


دراین صورت برای محاسبه اوسط ها و ۷ ها داریم: 


TT‏ و 
5 5 
e 2 0 3 2 5 2‏ 2 ت 
IC IS‏ را ‌ِ 01+ (2-1.8) + ”)1.8 -واریانس ها e‏ 
UOMO TAA OO 28 6‏ 
5 5 
*(-4) + 5-5.4(7) + (7-5.4) + (3-5.4 + )8-5.4( 
=واریانس 7 ها = ٩,‏ 
7 ی 5 میات 5 
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02D CCD A‏ 7<( مجو حاص صرب ی 
n 5 15‏ 9 مجموعة 0218 
2 (1.8()5.6)-10.2 . 2 
نتیجه: 0.09 = ج مرت همه کی 2 
TTT E E‏ 


حال این سؤال پیش می آید که آیا ضریب همبسته گی 0.09 را که در بالا به دست آوردیم نشانی 
از همبسته گی زیاد بین × و لاست و یاخیر؟ 


برای این که بتوانیم به این سؤال پاسخ دهیم ضریب همبسته گی را در چند حالت زیر ذریعۀ مثال 


توضیح می کنیم. 
مثال: جدول و گراف‌های مربوط آن‌ها را طوری زیر در نظر می گیریم: 
۱ ۳ ا 
۳ 2 | 1 3 1 
هید | 2 6 | 2 و | 7 
65 | 3 6 | 3 |3 
۱5 4 ۱0 4 ۱9 4 
r 4‏ 
۰ 1 
۳ 
۰ 
۰° و ° ۰ 
۰ 
۰ ۰ 
۲ + × 1 و هبح سل 
(ج) ۱ (ب) ۱ (الف) ۱ 


در شکل(الف) نقاط به طور کامل روی خط قرار دارند؛ پس باید بالاترین ضریب همبسته گی را داشته باشد. 
در شکل(ب) نقاط از خط مستقیم دورتر شده اند؛ پس باید ضریب همبسته گی آن از ضریب(الف) کمتر 
پات 
در شکل(ج) نقاط از خط. دور شده است؛ ولی به اندازهُ دوری حالت(ب) نیست؛ پس باید ضریب 
هه کے در این کات از را عم کے در ات لا کیت کے 
حالت(الف) کمتر است. حال محاسبۂ صحت مطالب بالا را قرار زیر امتحان و بررسی می کنیم: 

10 - 24 


- ضریب همبسته کے در حالت (الف): 6 7 1 : 4 


2 2 2 2 
E ۰۱ ST ال‎ 


4 4 
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3+1 +17 +37 9+1+1+9 20 
4 4 4 
=مجموعه حاصل‌ضرب 5 ها و ها‎ )1۰3( + )2۰5(+ )3۰7(+ )9۰4( = 3+10+ 21+ 36 = 0 
ِ O ETT 
۱ TC O TT 
25 ر‎ = =6 E 
16+0+0+16 _ 


4 
2 = 40+ 18+ 2+12 =مجموعه حاصل‌ضرب × ها و 7 ها 


و 


3 <واریانس 7 ها 


8 = واریانس ل 3 -واریانس × 


0.6 = = = ضر س همسته گ 
e TT TT‏ 
- ضریب همبسته گی درحالت (ج): 5= =ر 5 
5 - واربانس ۷ 25 واریانس XxX‏ 
مجموعه حاصل‌ضرب :ها و ۷ ها 
5- ۳ 


16:75 02:5(66.75( . 5 
۳ Md OS 


به خاطر داشته باشید در شرایط که ل کمترین خط را داشته باشد(مقادیر ل و × روی یک خط قرار دارند.) 


= 0.9812 


ضریب همبسته گی 1 و 1-است و در سایر شرایط ضریب همبسته گی بین این دو مقدار قرار دارد. 


rega 


1- 0218 زیر را در نظر بگیرید. 
5 ۱ 
DT‏ 
ضریب همبسته گی این داده ها را محاسبه کنید. 


2- ضریب همبسته گی قد و وزن همصنفی‌های خود را حساب کنید 
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خط رگرسیون 
Regression‏ 
فرض کنیم گراف پراکنش در شکل مقابل داده شده است: 
خطی مستقیمی را که به صورت معادله + = ر است ۰ 
از بین این نقاط بگذرانید که به همه نقاط نزدیک باشد. 8 


ات ۲ 
در شکل مقابل» تابع خطی ساده(درجه یکت) که + y=‏ 


به صورت خطی مستفیم است ترسیم شده است. 
۰ در تابع خطی +۲ bs a,  <‏ چه 


نوع مقادیر استند؟ 2 
© در تابع ۶ = ر متحولین ×و را به نام چه یاد می کنند؟ 
٩‏ میل خط مستقیم ۵+ ×۵ = ر را دریافت کنید. 
٩‏ در معادلة +× = ر میزان تغییرات ۷ را برای یک واحد تغییر در × مشخص کنید. 
٩‏ درمعادلة +۵ = ر اگر ضریب 4<0 باشد گراف تابع متزایداسست 
یامتناقص؟برعکس اگر 0 > ۵ باشد گراف تابع چه شکل را دارد ؟همچنان اگر 0= ۾ 
باشد شکل تابع را مشخص کنید. 7 
سل مقابا را در نظر بکیر با 1= d,‏ 


۵ مجموع فاصله‌های و + + را ار کی 
از فعالیت بالا فهمیده می‌شود که معادلةً + = ز یک تابع خطی است که ضریب 8 میل این 


0 


متناقص است. توجه داشته باشید که اگر مقادیر (,2) معادله +× = ر را صدق نماید در این 
صورت تمام این نقاط روی خط مستقیم قرار دارند. 

هر قدر نقاط گراف پراگنده گی به خط مستقیم نزدیکتر باشند ضریب همبسته گی به 1+ و 1- 
نزدیکتر خواهد بود. اگر معادلۀ خط مستقیم را داشته باشیم و بدانیم که ضریب همبسته گی مناسب 
است می توان متحول ل را به کمک متحول × تعیین کرد و در صورتی که خط مستقیم را نداشته 
باشیم» این خط را می‌توان توسط روشی که به نام کمترین مربعات یاد می‌شود به صورت زیر 


1 
۰ 
فرض کنیم گراف پرا گنده گی به شکل مقابل ۵-0 < بز م 
داده شده است: ۱ 
(ویز, بکن)* 
Cas‏ 
YD)‏ 2 
۲ 


سح 
می خواهیم خطی به معادلۀ y= ax+b‏ از بین نقاط بگذاریم به قسمی که به همه نقاط نزدیکک 
باشد. در این روش معادلۀ خط به شکل مناسب (ارزنده) طوری باید تشکیل شود که مجموع توان 
دوم انحراف‌های عمودی از خط مستقیم حد اقل باید (1۷1110117011170) باشد. پیش از ارائة فرمول» 
مثال زیر را در نظر می گریم؛ فرض کنید 1202 های زیر داده شده: 


2 3 7 
O 3 1‏ 
مشخص می‌نماییم: 
J 5‏ 
> ۱ ۴ 0 
ا و 
XxX‏ و ا 
(الف) 


واضح است که خط رسم شده در حالت (ب) به مراتب بهتر از حالت (الف) است درهر دو حالت 
(الف) و (ب) جمع الجبری خط ها پرابر صفر می‌شود. 

حالت الف: 30 + (1-) +(2-) = جمع الجبری خطاها 

حالت ب: 0.50 + (1-) + (0.5) = جمع الجبری خطاها 
چون در هر دو حالت حاصل جمع صفر است؛ بنابراین گفته نمی توانیم که کدام خط مناسبتر است. 
برای این که خطاهای مثبت و منفی همدیگر را خنثی نکند می‌توانیم هر خط را به کوان را 
سپس آن‌ها را جمع کنیم. 

4= (3) + (1-) + ”(2-) = مجموع توان‌های خط دوم 

25 0.5(7)+ (1-) + (0.5) = مجموع توان‌های خط دوم 
بنابر این مجموع توان‌های خط دوم ها در حالت (ب) کمتر از حالت (الف) است؛ پس گفته می‌توانیم: 
بهترین خط مناسب خطی است که مجموع مربعات خط هایش از بقیه خطوط ممکن دیگر کمتر 
باشد» چنین خطی را (خط ر گرسیون) می گویند. 
اگر فرق بین مقداری که به وسیل خط رگرسیون و مقدار مشاهدات لابه دست می آید به 7 نشان 
دهیم؛ در این صورت. برای حد اقل ساختن مجموع توان‌های دوم می‌توان به صورت زیر عمل 
نمود: 

[(0 + ×ه) - ]ر < = *( -«) 2 = مجموع توان‌های خط‌های دوم 
۳( - )2 = 
...+( وی - + (ax,‏ + تک( (ax, +b¬—‏ = 
در این جا ×و ل ثابت و 2و 0 متحول اند. 
ما بدون آن که وارد روش‌های ریاضی محاسبه 2 و 0 شویم فقط به ذکر دستور محاسبة آن‌ها 
می‌پردازيم. 
انحراف معیاری ۷ 9 


۰ ضریب همبسته گی ر 
انحراف معیاری × ا 5 


SX n SL 


محاسبه ۵ و 0 به روش کمترین مربعات می‌باشد. 


0 


فتیجه: خط رگرسیون وسیله یا ابزاری است برای پیشبینی مقدار یک متحول بر حسب متحول 
کیک کہ ند ال واک اس 
مثال: 0212 زیر را در نظر بگیرید. 

ج ان ۶ 


GOD 
خط رگرسیون ۷ نسبت به × را دریافت کنید.‎ 


حل: چون: 
SS‏ 
n 5 5‏ 
NS‏ 
n 5 5‏ 
2C OA, TT‏ 
x 2 5 XxX‏ 
3-y” _ 4+1+0+1+4‏ > 
ر = 2 6 
n 5‏ 
ڕ _ 20 4+6+6+4+0_ 2Y‏ 
n 5 5‏ 
0-0 (07)- ر 
S38, 2۰-2 ۰۷2۰۷2 2‏ 
بنابراین: 
1--ه ج 1 را 
۳ 


 < ۲ ax 2 (13 21395‏ 
یس معاد خط رک سرف عارت است از 5+x×-=ر‏ ج دورو <ب. 


اس 


اگر 3 2 2 ر معادلة خط ر گرسیون ۷ نست به ×واوسط ×برابر 2 اشد اوسط ۷ جقدر 


0 


نکات مهم فصل 


ضریب تغییرات: ضریب تغییرات بدون واحد است و به صورت زیر تعریف می‌شود: 


۷ اراک مصبا 
کک با کک = ضریب تفیرات. 
و 
۵ 
هی ۱00 C7‏ 
xX‏ 


ضریب تغییرات برای 212 مثبت تعریف می‌شود و به یاد داشته باشید که اگر 1212 مساوی باشد همه 
شاخص‌های پراگنده گی صفر می‌شود. 

پرا گنده گی در منحنی نورمال: منحنی نورمال وسیلةٌ مهم برای توصیف از مجموع‌های آماری است. 
در توزیع نورمال درحالتی که داده ها دارای توزیعی نورمال و منحنی کثرت متناظر باشد. واریانس نقشی 
عمده‌یی دارد. در واقع با مشخص بودن دو پارامتر اوسط و انحراف معیاری در توزیع نورمال این توزیع 
در کل مشخص خواهد بود و محاسبةٌ هر نوع شاخص مساعد است. 

شاخص‌های شکل توزیع نورمال: به کمک اوسط و انحراف معیاری می توان چگونه گی 212 را به 
شکل شاخص خمیده گی و شاخص کشیده گی بهتر توضیح و ارائه نمود. 

شاخص خمیده گی توسط ضریب خمیده‌گی ,0 و ضریب پیرسون مک که برای اندازه گیری و مقايسة 


۰ ۰ و 4 9 و ۰ ی ۰ 
اندازه گیری مورد استفاده قرار می گیرند به صورت زیر می‌نوبسند: 


۳ 1 
0 - بدا 2 بر ا 
SK, 77 0 775‏ 
شاعصی کشیده کے توسط ضرنت کیہ کی ول اندازه گیری و مقایسه می گردد. 
ار 
رنه 


این شاخص بسته گی به موفقیت و پراگنده گی توزیع ندارد. 

جامعه‌های چند متحوله: یکی از اهداف عمده در اکثر تحقیقات احصائیوی پیشبینی و پیش گوبی و 
تعیین یک متحول از جنس متحول دیگر است. زمانی که ارتباط بین دوشی را مورد بررسی قرار می‌دهیم. 
منظور از جامعۀ دو متحوله می‌باشد. 

مانند رابطه بین حجم و فشار گاز» ارتباط بین صحت و میزان م رگ ومیر رابطه بین سطح کشت و مقدار 
محصول» رابطه بین شعاع دایره و مساحت آن همه این‌ها روابط بین دو متحول را بیان می‌نمابد. برای 
سهولت. به طور معمول ارتباط بین دو یا چندین متحول را به وسیلة معادلات ریاضی ارائه می‌دارند. 


مت 


گراف پرا کنش: برای ترسیم گراف پراکنش داده‌ها را به صورت جوره‌های مرتب. ارائه و توسط نقاط 
گراف پراکنش می تواند سه نوع اطلاعات را در اختیار ما قرار دهد. 
الف) نمونه‌بی که نشان دهندة نوعی ارتباط بین مشاهدات باشد مو جود است يا نه؟ 
ب) در صورت موجودیت نوعی ارتباط آیا ارتباط خطی است يا غیر خطی؟ 
ج) در صورتی که رابطه خطی باشد نوع ارتباط چگونه است؟ 
همبسته گی و ضریب همبسته گیی: همبسته گی به سنجش و دریافت درجۀ ارتباط بین متحوله‌ها می- 
باشد. ارتباط بین متحول‌ها می‌تواند به صورت خطی توسط یک خط مستقیم و یا به صورت غير خطی به 
وسیلۀ یک منحنی ارائه گردد. همبسته گی به طور عموم به دو صورت مثبت و منفی بین دو متحول بیان 
می‌شود اگر اندازة دو متحول در یک جهت تغییررکند؛ یعنی ‏ و هر دو بزرگ یا هر دو کوچک 
شوند همبسته گی مثبت(خط مستقیم) است. 
بهترین معیاری تشخیص وجود همبسته گی یاعدم آن و حتی نوع» جهت و میزان همبسته گی خطی ضریب 
۳ 1 
(0( ,2 
9 
در روابط بالا ۰7 2 مجموع حاصل ضرب :ها و لهاء اوسط ×هاء 7 اوسط /هاء ,5 انحراف 


معیاری × ها و ,5 انحراف معیاری ل۷ ها می‌باشند. 


r 


خط رگرسیون: رگر سیون(تخمین)؛ سنجش و دریافت ارزش یک متحول تابع نظر به ارزش یک با 
چند متحول مستقل می‌باشد. 

معادله‌یی که ارتباط بین متحول ها را افاده می‌نماید به نام معادله‌یی رگرسیون یا معادلهُ سنجش ياد 
می گردد و این معادله را می‌توان به روش کمترین مربعات محاسبه و ضرایب 2 و 0 را به کمک این روش 


به صورت زیر به دست آورد. 


- بز b=‏ 
در اینجا ٩,‏ انحراف معیاری ل 9 انحراف معیاری ×۰ ضریب میت کی ۲ اوسط هاو J‏ 


0 


۸ 


1 اکر در یک جام اوسط ان 50 د و وارباسن ان 64 - 5 اشا ضر خرات ر ارط 
رابطه 0+ 27 = ر از متحول × پیروی می کند چقدر است؟ 

2- اگر 20% نمره به نمرۀ هر متعلم اضافه شود چه تاثیری روی ضریب تغییرات نمره حاصل می‌شود؟ 

3- فیصدی از جامعه که میان منحنی‌های زیر قرار دارد بنویسید. 


2-9 XxX x+S 1-8 


۱ 
اد 


4- با توجه به روابط زیر بگویید که کدام یک از این روابط جامعةٌ یک متحوله دو متحوله و سه 
متحوله را نشان می‌دهد. 
الف) اندازهُ قد همصنفی‌های شما ب) ارتباط بین مصرف مجموعی و قیمت متاع 
ج) ارتباط بین حجم استوانه و شعاع قاعده و ارتفاع آن 
5- تعداد ساعات صرف شده و نمرات که شاگردان یک صنف از قرار 20% اخذ نموده است به شکل 
جوره‌های مرتب در زیر آورده شده است: 
(4,14) , )4,10( , (3:14) , )3,10( , )2,10( 
(6,18) , (6,16) , )6,12( , (5,16) , )5,14( 
(8,18( , (8:16) , )7,20( , )7,18( , )7,14( 
گراف پراکنش را برای نشان دادن رابطه بین تعداد ساعات مطالعه و نمرۀ امتحان رسم کنید. چه نتیجه‌یی 


می‌گیرید؟ 

6- 0 (داده‌های) زیر را در نظر بگیرید. 

TD 1 
ات‎ ٤ EG TT 


7- اگر ضریب همبسته گی به صفر نزدیکتر باشد.آیا خطای ل بیشتر است یا کمتر؟ 
8- اگر ضریب همبسته‌گی 1+ و 1- نزدیکتر باشد دربارۀ خطای ل چه می گویید؟ 


0 


9- نظر به یک سروی که در دوصنف ۸و 8 یک مکتب صورت گرفته اعدادزیر درمورد وزن 12 
شاگرد به حساب کیلو گرام جمع آوری گردیده است. 
A: | 65 | 63 | 67 | 64 | 62 | 70 | 66 | 68 | 67 | 78۶ | 69 | 1‏ 
0 | 68 | 67 | 71 | 65 | 68 | 66 | 69 | 65 | 68 | 66 | 68 | :ظ 
با در نظرداشت اعداد بالا: 
الف) گراف پراگنده گی داده ها را رسم نمایید. 
ب) معادلهٌ خط مستقیم مربوط را به دست آورده ارزش‌های 2 و 0 را تعیین کنید. 
ج) خط مستقیم مربوط را نظر به معادلۀٌ رگرسیون رسم کنید. 
0- اگر ‏ و 1 دارای همبسته گی و معکوس باشند رک = ,5 خط رگرسیون ۷ نسبت به × کدام است؟ 


+= (2 += ر (1 
y=x+b 4) y=-x+b‏ )3 
1- گراف پراکنش نتایج امتحانات 20% مضمون ریاضی و مضمون فزیک 20 شاگرد که به شرح زیر 
آمده است رسم کنید. 
شاگرد 1 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 
نمرۂ ریاضی 18 8 12 18 16 6 10 6 16 10 12 
نمرۂ فزیک 16 10 8 18 14 10 10 6 10 14 10 
شاگرد 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
نمرهُ ریاضی 12 10 16 18 12 6 14 14 12 
نمره فزیککك 6 12 16 12 12 8 12 14 16 


معادلة خط رگرسیون را به دست آورید. آیا ارتباط بین نتایج دو امتحان وجود دارد؟ 

2- تأثیر قرار گرفتن بقه ها در معروض محلول 1.5 فیصده نمک طعام بر میزان یون لاسما در بدن آن‌ها 
در جدول زیر ثبت شده است. 

زمان قرار گرفتن در معروض نمک طعام(ساعت) 50 40 30 20 10 5 | ۵ 
میزان یون پلاسما (1000) 6 | 132 | 126 | 122 | 118 | 10 | 90 
۰ در این جدول متحول ها را بررسی و بگویید کدام وابسته و کدام مستقل است؟ 

۰ گرافی رسم کنید که ارتباط بین دو متحول را نشان دهد. 


۰ در رسم این گراف» متحول مستقل را روی محور افقی نمایش دهید. 


0 


کت 


+ 


Permutation 
اگر سه پیراهن و دو پتلون مختلف از هم داشته‎ 


باشید به چند شکل می توانید آن‌ها را پپوشید؟ 


اا فعالیت 


سه تن از هم‌صنفان را انتخاب نموده به چند شکل می توانید» آن‌ها را در یک قطار ایستاده 
نماید. 

۵ سه عدد اختیاری یک رقمی را در نظر گرفته با استفاده از آن چند عدد سه رقمی را می‌توان 
تشکیل داد؟ 

۵ با استفاده از اعدادی که در بالا انتخاب نموده اید» چند عدد سه رقمی می‌توانیم تشکیل نماییم 
که در آن تکرار رقم نباشد؟ 

٩‏ _نتایج پاراگراف اول دوم و سوم فعالیت فوق را باهم مقایسه نموده بگویید با هم چه رابطه دارند؟ 

از فعالیت فوق نتيج زیر به دست می آوریم: 

فتیجه: تعداد 1 عنصری که بایک ترتیب مشخص پهلوی هم قرار می گیرند عبارت است از: 

در صورتی که تکرار مجاز نباشد؛ مساوی است به 2۰1 ... (1- )7۰ 


در صورتی که تکرار مجاز باشد؛ مساوی است e...‏ 1 

5 ۰ 1 دفعه 

دعر بف 

Cd SS 


2- تعداد ترتیب 1 عنصرتحت یک شرط که به نام پرمو تیشن (6110202120108) 1 عنصر نیز یاد 


می گردد به ,۴ (در صورتی که تکرارمجاز یا ممکن نباشد.) 


نشان داده مساوی است به: 7= ,7 


و در صورتی که در ترتیب تکرار مجاز و یا مطلوب باشد. در این صورت تعداد ترتیب هاو یا 
پرموتیشن‌های با تکرار را به ۳ نشان داده و چنین معنی می‌دهد که یک عنصر > مرتبه در 9 
ترتیب تکرار گردیده است که با دقت به حالات بدون تکرار تعداد مجموعی عبارت است از: 


n! 
e >" 


مثال: 
1- یہت عددی اال اد و ا8 را به دست آورید؟ 


2- نشان دهید که برای هر عدد طبیعی 1 1(7-) 7۱-2 است؟ 
حل 1: نظر به تعریف داریم: !۸ ... 71-21۰2-3 


بنا بر این: 

3!=1.2.3=6 
5!=1.2.3.4.50 
0 =8!=1.2.3.4۰5.6۰7.8 
حل 2: می‌دانیم که: 1(۰- n!=1۰2۰3۰4...n = 1۰2۰3....n -1).(n) = n(n‏ 
مثال 2: دریک سالون امتحان 16 شاگرداز صنوف مختلف بخاطر اخذ امتحان سویه گرد هم 

جمع گردیده اند. 
به چند شکل می‌توانند روی 16 میز با هم بنشیننده در صورتی که تغییر محل هر شاگرد به حیث 


حل: می‌دانیم که جواب !16 است که تکرار در آن ممکن نیست اما اگر تکرار مجاز و یا ممکن 
باشده در این صورت مسأله عبارت از ترتیب ويا پرموتیشن 13 عنصر بوده که به تعداد ) عدد آن به 
طور مثال تکراراً ظهور می‌نمایید در این صورت داریم: ( - لا , 2 - ۲0 
مثلا در مثال بالا هر گاه 16 شاگرد مذ کور بخواهد با یکس‌های مکی خود جاهای خود را 
ریزرف نمایند و به تعداد 4 تن آن‌ها دارای بکس یکسان باشند عبارت است از: 

4 _ 16 16! 


2-0 13۰14۰15۰16 - ^ ےم 
!12 (16-4) 


3 


2 14 2 0 جح 2 k2 ,..K,)‏ 1) 0 0 
هر گاه عمومیت مساله را در نظر بگریم» دراین صورت به تعداد ,7 ترتیب ویاپرموتشین 
0 عنصر که در آن مجاز و یا ممکن بوده و در حقیقت در گروپ که هر کدام آن Kik sk,‏ 


LS n! 


باشد» دارد 2 = ۳ 
۳ 77 
مثال 3: از پنج عدد 555+44 به چند شکل می توانیم اعداد پنج رقمی تشکیل نماییم: 
۱ 
حل: تعداد اعداد عبارت است از: 10 = = 4(2 


و اعداد عبارت اند از: 
5 55454۰54554.45554 55544۰ 
5 44555۰.45455 45455۰ 


مثال4: هر گاه شرکت ترانسپورتی "آسبا کاروان در لین کابل- جلال آباد 5 سرویس ولین جلال 
آباد- کنر 3 عراده ملی بس داشته باشد» به چند شکل می‌توانیم توسط سرویس ازاین شرکت از کابل به 
کنر سفر نما ییم؟ 

حل: می‌دانيم امکانات انتخاب سرویس برای مسافر بین کابل - جلال آباد مساوی به 5 امکان بوده 
که در برابر هر امکان آن 3 امکان انتخاب ملی بس های شر کت مذ کور وجود دارد؛ بنابراین کل 
امکانات مساوی‌است به: و x=‏ 

مثال 5: با استفاده از ارقام 8 و3 چند عدد سه رقمی (بدون تکرار) می‌توان نوشت؟ 


شدن آن توسط اعداد وجود دارد: 


محل رقم سوم محل رقم دو محل رقم اول 


می‌دانیم که در محل اولی 4 امکان انتخاب از اعداد داده شده وجود دارد» در نتیجه برای تکمیل 
محل دوم 3 امکان انتخاب باقی می‌ماند؛ زیرا از 4 عدد داده شده یکی آن برای محل رقم اولی 
اشغال موقعیت نموده است. چون تکرار مجاز نیست؛ پس 3 امکان برای رقم دوم مجاز است به 


@ 


همین ترتیب» برای موقعیت رقم سوم 2 امکان باقی مانده» که کل امکانات مساوی حالت می‌باشد. 


و با توجه به فورمول داریم: 


1. چند عدد پنج رقمی و جود دارد رقم اول آن 2و رقم اخیر آن 4 باشد و در عدد هیچ رقم 
تکراری وجود نداشته باشد. 

2 به چند شکل 10 نفر می‌توانند دور یک میز گرد بنشینند» طوری که از جمله دو نفر آن 
می خواهد در هر حالت کنار هم باشند.؟ 

3 به چند شکل می‌توان 3 توپ به رنگ سرخ» 2 توپ آبی 4 توپ زرد را کنار هم قرار داد؟ 
(ترتیب توپ‌های هم رنگ قابل حساب نیستند). 


کرک ها 


Combination 


ترتیب اعداد 1 و2 کدام است؟ 


از نظر شمار ترتیب و ت ر کیب از هم چه فرق دارند؟ 


قبل از آن که فعالیتی غرض آموزش درس انجام دهیم. تعریف زیر 

راکه از آن در تکمیل فعالیت استفاده خواهیم کرد. در نظر می گیریم. 
n‏ 
Kk‏ 
که عدد ‏ در آن توان بینوم را مشخص نموده عبارت است از: 


تعر بف: طرز نوشته ۱ )که کل بالای ) خوانده می‌شود و درحقیقت ضرایب یوم بوده 


۱ 
Osksn‏ , 1۳۷ ,یل , ا 8 


TT 


2 
© با در نظر داشت تعریف فوق در انکشاف بینوم دو حده (a +b)‏ ضرایب بینوم مساوی 8 


۶ بوده تعیین و مقایسه کنید؟ 


(a+b) > لب‎ = a + | + ab + ٣ 


۰ ضرایب بینوم را در انکشاف بالا که در چوکات‌ها گرفته شده اند با طرز نوشته 
2 
ادا قيمت‌های هر 1 1 با هر حد انکشاف بینوم مقایسه کنید؟ 


2 2 
ج1 مدا بوده نشان دهید که قیمت‌های ۳۳ برای هر ۷ با هم 


سارى ے 5ےا سے 
4 
٩‏ طرز نوشته 0,2۵ ضرایب بینوم کدام انکشاف رانشان داده آن‌هارا 


از انجام فعالیت بالا می‌توان نتیجةٌ زیر را به دست آورد. 


(9 


نتیجه: برای هر عدد طبیعی 0 وع1 7 > > 0بوده داریم که: 
11 11 

)1( ا ۾ ااك 0 
NS‏ 

r r—1 r 
تب ی ری ی ار ی ار که‎ 
نشان داده شده و مساوی‌است به:‎ ٤ 
مثال: در یک مکتب به تعداد 7 صنف دهم و جود دارد. ادارة مکتب می‌خواهد از جملۀ هفت‎ 
نفر» اول نمره‌های صنف دهم را به تعداد 4 نفر انتخاب نماید به چند شکل این انتخاب» صورت‎ 
می گیرد؟‎ 
حل: دیده می‌شود در انتخاب 4 نفر از 7 نفر هیچ گونه برتری و ترتیبی در نظر نبوده» یعنی مهم‎ 
نیست که اول نمره کدام صنف است» پس مسألةٌ تر کیب 4 نفر از 7 نفر شاگرد بوده که برای آن‎ 


داریم: کو وچ =( 
مثال 2 اگر از بین 7 شاگرد به تعداد 4 نفر را برای رهبری اتحادیۂٌ شاگردان صنف دهم در یک 
تیم طوری انتخاب نماییم که در آن‌ها نفر اول رئیس, نفر دوم معاون» نفرسوم منشی و مسوول مالی 
باشد در این صورت داریم. 

دراین حالت. چون ترتیب مهم است. می‌دانيم که ترتیب انتخاب ۸8€ که ۸ رئیس 8 
معاون» € منشی و 2 مسوول مالی بوده که در صورت ([۵2/.ن)رئیس» ۸ معاون. 8 منشی و 
0 مسوول مالی می‌باشد. 


بنابراین مسألۀ ترتیب یا پر موتیشن 4 از 7 بوده داریم. 


1 ۰6۰5۰4۰ ۰6۰5۰4۰ 

40 _ 3 6۰5۰4 7 ك 6۰5۰4 3_1 ِ 
!3 0-7 3 

1-با هفت حرف 6,۴,۴,0,٤,8,۸‏ چند کلم 4 حرفی» بدون تکرار می توانیم بسازیم؟ 

2- هفت تیم در یک تیم والیبال اشتراک دارند. به چند شکل. تیم‌ها می توانند مقام اول» دوم وسوم را به 

دس اور 


2 


رئیس و دومی مسوول مالی باشد. 


ت ر کیب 


Combination 
آیا می‌دانید که رنگ‌های اصلی کدام‌ها اند؟‎ 


تر کیب رنگ نارنجی و بنفش کدام است؟ 
به نظر تان رنگ زرد از ترکیب کدام رنگ‌ها به وجود 


مایت 


از بین 5 نفر از هم‌صنفان تان به چند شکل می‌توانید یک گروپ 3 نفری را انتخاب نمایید؟ 

٩‏ موضوع رابه شکل عملی در صنف حساب کنید.؟ 

٩‏ اگر از بین همین 5 نفر یک گروپ 3 نفری را طوری انتخاب نماييم که نفر اول سر گروپ؛ 
نفر دوم معاون سر گروپ و نفر سوم منشی باشد» تعداد کل اشکال انتخاب گروپ سه نفره 


مذ کور چند است؟ 


9 انتخاب‌های پاراگراف اول و آخر فعالیت از هم چه فرق دارند؟ 

٩‏ آیا حدس زده می‌توانیم که فرق گروپ‌های بالا برابر به کدام عدد حسابی خواهد بود؟. 

از انجام فعالیت بالا نتیجة زیر را به دست می آوریم. 

فتیجه: در انتخاب یک گروپ > عنصره از یک ست 1 عنصره به‌صورت کل به‌دو شکل صورت 
گرفته که در یکی آن» ترتیب در نظره بوده؛ اما در دیگر آن ترتیب مهم نبوده صرف تر کیب آن‌ها 
مورد علاقه می‌باشد. بدین ترتیب» برای ترکیب > شی از ۸ شی متمایز تعریف زیر را در نظر 
می گیریم: 

تعریف: تعداد تر کیب > عنصر از 10 عنصر یک ست که به طور معمول به ر٤‏ نشان داده و 
عبارت از تعداد امکانات ] ترکیب از عصر مخلف که به تعداد ا عنصر آن را بدون تریب 


ET 1‏ ۲ 2ے ۶ 
انتخاب می‌نماييم عبارت است از: ci =|) =e 5 0 > sn‏ 


0 


می‌توان آن‌را به تعداد 27405 شکل انتخاب نماییم. 
زیرا می‌دا نیم که مسأله عبارت از تر کیب 4 و از30 بوده؛ بنابراین داریم: 


30 ۱ .29.28.27.261! 
0 3 N 
4 [( 4!G0-4)! 201-4! 

مثال 2ت 127345 >4 جد ست فرعی دعص دار 


حل: می‌دانيم که مسأله در حقیقت انتخاب 3 از 5 بوده؛ بنابراین داریم: 


5 ۱ De Yo 
4 oT 


1 ۲ 
1- هر گاه در یک امتحان از جمله10 سال به 7 سوال جواب مطلوب باشد. به چند شکل 
می‌توانیم 7 سؤال از 10 سؤال برای حل. انتخاب نماییم؟ 
2- 5 نقطةٌ مختلف در یک مستوی که به استقامت یک خط مستقیم واقع نیستند در نظر بگیرید. از 


اکر 6= 6۰ ای ی ۹اد اسک 


تبدیل‌ها 
Variation‏ 
از 10 تیم ورزشی که در یک المپیا اشتراک 


دارند به چند شکل. امکان برد مدال طلا نقره و 


برونز وجود دارد؟ 


لای فعالیت 


9 1- شی متمایز را در نظر گرفته به تعداد × شی راء از بین آن‌ها انتخاب نموده» تعداد انتخابب‌ها 
مجموعی آن را به دست آورید؟ 

۵ هرگاه در انتخاب K‏ شی ترتیب طوری در نظر باشد که انتخاب اولی» دومی ....وغیره وجود 
داشته باشد تعداد مجموعی حالات چند است؟ 

٩‏ فرق بین تعداد اشکال دو حالت فوق به کدام اندازه است؟ 

از انجام فعالیت فوق» نتیجهٌ زیر را به دست می آوریم: 

فتیجه: تعداد ت رکیب‌های که ترتیب مسلسل > عنصر انتخابی مورد نظر از 0 عنصر در آن در نظر 

باشد مساوی به 2 ۰!/می‌باشد. 

این تر کیب را به نام ۷۵11۵11010 یا تبدیل یاد نموده و به گونۀٌ معمول آنرا به ۷ نشان می‌دهند: 


n! n! n! 


۷ GEG RI! ا : چ‎ 
۱0-1۵۱. (n=)! TT 


مثال: چند امکان وجود دارد که در جلسة انتخاباتی از جملۀ 30 نفر اشتراک کننده» به تعداد 4 
تن برای رهبری طوری که یک نفر رئیس» یک معاون اول» یک معاون دوم و نفر چهارم آن بست 
منشی اشغال وظیفه نمایند؟ 

حل: مسأله در حقیقت تبدیل 4 نفر از 30 تن بوده که نظر به تعریف تعداد امکانات آن عبارت اند 


از 


9 


30 301 30۰29.282726! 


0 = = = 
!26 !)30-4( 
تعداد امکانات شکل انتخاب ویا هم آمیختن >1 
ا ۶ بدون تکرار 7 < ۸ عنصر از 1 عنصر 
2 - ۱ او - ط ترتیب‌ها و یا 61171111211010 
n 9 ۱‏ ی 
1- 1+ 71 ۱ ۰ 
سے 7 ها ترکیب‌ها و با 6۵1091821108 
k!(n—Rk)! C; ۳ ۱‏ ۳ 1 و 0 2 
آور- * 1 != ۳« | تبدیل‌ها و با Variation‏ 
Vy, =RK! 5 ۷ =n‏ 
CCL CT‏ 


مثال: اگر یک سکه را پرتاب نماییم» می‌دانیم» فضای نمونه دارای دو حالت ممکن شیر و یا خط 
2 1 ۳ 

بوده که هر کدام آن» دارای احتمال ‏ می‌باشد. اگر سکۀ مذ کور دو» سه چهار هشت و یا شانزده 

مرتبه پرتاب گردد» می دانیم که با در نظر داشت حالات هم چانس فضای نمونه در یک گراف 

درختی به شکل زیر خواهد بود : (شیر < 8 و خط <1 در گراف استفاده شده است. 


7 الا س‎ 
ِ  . رخ کت‎ 
ر ت‎ E | 1 5 
٣ ۳ SS 1 e IT 
3 ٩ ‘-STSS هل سے © رھ‎ 
5 کڪ‎ ۳ 
SSTT 29 ۱ ا‎ 
رسک‎ EE 
9 a OS : EE 
% COT ۳ 1 | ادج‎ 
2 KES ۵ 9 


چهار بار سه بار دو بار یک بار هیچ بار انداخت 


6 
%6 2 2 1 
1 | 0 ا 
3 
34 


3-6 


با دقت به جدول فوق در صورت احتمال آمدن 

نظمی را مشاهده می‌نماييم که برای اولین 

بارتوسط پاسکال ارایه و به‌نام موصوف 11 

باد گر دیده است. 

مثال هر عدد در یک سطر مثلث اعداد از جمع SN U‏ 4 
ا اا ا دس OO‏ 10 


@ 


این شیوه می توان مثلث را تا بی‌نهایت ادامه دهیم» که اگر آن‌ها را ضرایب انکشاف بینوم یک دو 
جمله یی (بینومیل) (0 + 4) مقایسه نماییم مطابق به اعداد مثلث فوق می‌باشند» مثال دقت نمایید به 
انکشاف دو جمله‌یی ذبل ضرایب حدود آنرا که در دایره گرفته شده اند با اعداد داخل دایره‌ها 


(a +b)" =(D) 

(a+b)' =(Da + 0 ۱ 

(a +b)” (02 +@)Jab + DB? ۱ 0 رل رم‎ ۲ 

(a +b) =(Da? +(@)a?b + @ab” +07 ° ك ك‎ ۳" 
(a +b)* رل‎ +a b + 02 + ( ab +1 Db J e @ بل‎ 


این مسأله را با استفاده از تعریف ٩‏ بالای >1 انکشاف داده (+4) به طور زیر می‌نویسیم: 


1 7 HFF n 7-0 7.0 n 7-1 n 7-1 4 11-1 17 
(a+b)' =C"a""b' =| la” pb +| ها‎ 0 ... + ab" +| la" "b 
0 1 11 -1 n 


از علامت ر< سیگما برای مجموعة آن استفاده می‌شود؛ بنا براین احتمال خط آمدن >مرتبه 


۳ 
2 k 


چ 


1-از 12 تیم فوتبال شامل مسابقه» به چندشکل برنده برای مقام اول» دوم و سوم وجود دارد؟ 
2- از بین 20 تن از شاگردان صنف یازدهم به چند شکل می‌توان 2 تن را به حیث نماینده و 


معاون صنف انتخاب نمايیم؟ 


9 


قصيه بینوم 


۱ از روی مثلث پاسکال ضرایب انکشاف بینوم ذیل را تعیین کنید؟‎ 
1 1 
1 2 h1 
1 3 3 (a +b)” =Oa +Oab +) 
1 4 6 4 1 
1 5 1I0 ۵ 3 1 (a +b) =Oa? +Oab +Oab” +O? 


(a+b) =Oa* +Oa’b Oa 7b” +Oab? +O 


SENT 


۵ در یک تجربهً اتفاقی که در آن فقط دو حادثه ۸ و '4 اتفاق می‌افتد» یعنی دارای فضای 


نمونه (4.4] باشد» در نظر بگیرید. 
۵ هرگاه ۳ <(۳)۸ احتمال وقوع حادثه ۸ باشد. احتمال حادثه مکمل آن» یعنی ۸ چند 


۰ در صورت تکرار تجربة مذکور هر گاه برای وقوع حادثه #عدد 1 و برای عم وقوع آن‌را 
استعمال نماییم» جدول زیر را برای دوبار تکرار تجربه» یعنی 2 ی 


ارائه ضرایب بینوم احتمال نتیجه ممکنه 1 
۳( -1). .2 2 0 
0 ۱ 
2P(1-P)‏ 10 1 
2 
(م -)) 2 


= ) 2 ((م -) + م) 


R= 
ورو رهه (۸ ,م ,8)7 طرز ارائ بینوم یا احتمال مشکل برنولی یاد گردیده عبارت است از:‎ 


B(n- p-k)= ۳ 7 


: ره 1 4 ۷ ۰ ۰ n n k n-k‏ 
سار این» انکشاف بینوم را می‌توان به شکل رت E E‏ ر ۲ 


7 


مثال: از 1 نفر به تعداد K‏ نفر به صورت اتفاقی انتخاب می گردند. مطلوب است احتمال انتخاب 
تحت »1 شخص که انتخاب گردیده به تعداد 2 تن شان در یک روز تولد شده باشند ؟ 
P(k <n)=?‏ 


تم 1 : 
حل: ما فرض می کنیم که هر روز سال دارای عين احتمال و 


شخصی مورد سژال بوده نه سال تولد بودن این که در نظر گرفته شود مورد نظر نیست. 
بنا براین» فضای نمونه 2 از تمام امکان 1 حادثه اتفاقی در 5 روز است داریم: 


(65) = 101 
حاد له ۸ : حد اقل در یک روز تولد یافته اند» طوری ساده‌تر قابل محاسبه است که در برابر آن 
حادثۀ 4 را در نظر بگریم. بنابراین» 4 عبارت از > نفر که در روزهای مختلف سالگره دارند 
و یا تولد گردیده اند. بنابراین» 4 عبارت از پروموتاشیون یا ترتیب از 365 بوده داریم: 


:[ 365! 
(365- Rk)! 


P(A)= )( 


O 365! 1 
E a (=1 (365k)! )365[ 


احتمال دو جمله یی 

آیا می‌توانیم نتایج هر فضای نمونه را در دو حادئهة 
رت جرا 

موضوع را از نگاه تیوری ست در یک فضای نمونة 
اختیاری ٩۵‏ برای دو حادثۀ اتفافی که اتحاد شان 


مساوی به فضای نمونه است با مثال تشریح کنید. 


لى ايت 


از آمدن تجربه‌های تصادفی نام ببرید که در یک فضای نمونه آن را که دارای دو عنصر یا عناصر 
آن دو حادثه اتفاقی باشد؟ 
٩‏ آیا تجاربی را که فضاهای نمونه شان بیشتر از 2 عنصر دارند می‌توانیم به فضاهای نمونۀ دو 
عنصره تبدیل نماییم؟ مثال دهید؟ 
٩‏ به صورت عمومی چگونه می‌توانیم یک فضای نمونه چند عنصره را به فضای نمونۀ دو عنصره 
را 
٩‏ اگر وقوع یکی از عناصر فضای نمونه آباشد. احتمال حادثۀ دومی آن چیست؟ 
٩‏ اگر تجربه را 10 بار اجرا نماییم و احتمال بار از این 10 بار تجربه (” > 5۸ 0) پیروزی و بقیه 
نا کامی باشد. احتمال K‏ بار پیروزی (0) را در تکرار 0 بار تجربةٌ تصادفی دریافت کنید؟ 
۰ از انجام فعالیت بالا نتیجة زیر را به دست می آوریم؟ 
فتیجه: هر تجربهٌ تصادفی را می‌توان به یک تجربه که دارای دو حالت باشد می‌توانیم تقلیل دهیم. 
- هر فضای نمونه و یک تجربه دو حالت دارد اگر یکی از حالت‌ها به‌حيث پیروزی دارای 
احتمال در نطر کرفنه مود حال دی ال عارت ار حالت نا کا ده که دارای 
ال اا 
- با تکرار1 بار تجربه » احتمال K‏ بار پیروزی» یعنی از این 0 بار که بقیه حالت‌ها که باخت 


اک کے 0-1-7 بوده داریم: 


sk sn‏ 0( -1). س۳ = احتمال > (ام) بار پیروزی در انجام10 بار تجربه 
مثال 1: دقت نمایید که هرگاه در انجام یک تجربة تصادفی احتمال پیروزی ۲ باشد» احتمال ناکامی 


1 2 ۰ ۶ 
ری می‌باشد؛ بنابراین در چنین تجربه‌یی تصادفی» رابطۀ بالا ب‌صورت زیر تبدیل می‌شود: 


(م )۳( ) 


11 
۱ از N‏ 
2 = ۳( -1). ول 

2 ۳ ۳ 8 (7 (ر) 0 
نتیجه را در تکرار1 بار یک تجربهةٌ تصادفی که از جمله >[ بار آن پیروزی باشد برای یک تجربه 2 
عنصره تحقیق کنبد. 
مغال 2: در یک فامیل 5 فرزند احتمال این که دوتن آن‌ها پسر و بقیه دختر باشد چند است؟ 
هرگاه چانس تولد پسر و دختر نوزاد را برابر در نظر بگیریم داریم. 


1 1 1 7 
0 << ---1= ه بوده و نظر به فورمول به دست می‌آید: 


2 
5 
MOS 


e 16 


مثال 3: یک دانه رمل را 6 بار می‌اندازيم. دریافت کنید احتمال آن که تنها در 4 پرتاب آن عدد 
ظاهر شده کمتر از 3 باشد؟ 

7  [ا ات‎ e 
حل: هر گاه آمدن کمتر از 3 را حالت برد دس بر نگ‎ 
ج = 1= 4 میباشد؛ بابراین نظر به فورمول احتمال دو جمله یی داریم:‎ = 0.3333 -6 


20 61)27 
0 = 0.0823 = 8 )0¢ احتمال آن که در 4 پرتاب» عدد ظاهر شده کم 


تر از 3 باشد. 


2 


1 ۶ 
مثال4: یک سکه طوری پر کاری شده است که احتمال آمدن خط سکۀ فقط باشد» هر گاه این 
سکه را چار بار پرتاب نماییم» مطلوب است احتمال آن که حد اقل سه بار شیر بیاید. 
حل: اگر پیش آمد ظاهر شدن خط سکه را برد در نظر داشته باشیم و احتمال آنم باشد» پس 
1-۳ احتمال شیر آمدن سکه خواهد بود. 
1 3 1 
٩ =1 ۳ ۱ (‏ بوده در نتیجه داریم: 
و A‏ ِ 
عدت ا ×| |+| - ]| - | | <احتمال حد اقل سه بار شیر آمدن سکه 
6 256 64 8 8 09 ا ا 
4 پرتاب 
مقال 5: یک سکه نور مال را چند بار پرتاب نماییم تا احتمال حد اقل یک بار خط آمدن بیشتر از 
6 باشد. 
حل: فرض می‌نماييم که سکه را 0 بار پرتاب می‌نماییم؛ احتمال این که حد اقل یک بار خط بیاید. 
( احتمال این که هر بار شیر بیاید)-1 = احتمال حد اقل یک بار خط آمدن 1-1 
Ml 2 29‏ 
eT‏ 9 < 1-2 1> رر در تیجه2<100 ويا 7 
بنابراین حد اقل باید سکه را هفت بار پرتاب نماییم تا احتمال این که حد اقل یک بار خط باشد» 


بیشتر از 0.99 باشد. 


ا ن 


1- یک سکه را چند بار پرتاب نموده دریافت کنید احتمال آن که: 
(1) در 4 بار پرتاب» دو بار خط بیاید. 
(2) در 6 بار پرتاب » چهار بار خط بیاید. 
(3) در 8 بار پرتاب» چهار بار خط بیاید. 
(4) حدس بزنید اگر سکه را ”2 بار پرتاب نماییم» 0 بار خط بیاید با افزایش 1 تغییرات ۲ 


چگونه می‌باشد؟ 
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نکات مهم فصل 


6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 
فکتوریل: برای یک عدد 7 حاضل ضرب ...1۰2۰3 را به‌صورت مختصر به !0داده که 1 
فکتوریل خوانده می‌شود» نشان می‌دهند. بر طبق تعریف 0!=1 است. 
پرموتشین با تر تیب ها: تعداد ترتیب تکرار وجود دارد که با دقت با حالت بدون تکرار تعداد 
مجموعی آن برابر است با (۸ > ۸), ع 7 عنصر را به ,2 نشان داده ( در صورتی که تکرار 
مجاز و یا ممکن نباشد) مساوی‌است به !۸ =,۲ 


و اما در صورتی که تکرار مجاز باشد» تعداد ترتیب‌های با تکرار مساوی به ٨‏ بوده و چنین معنی 
11 11 

می‌دهد کهK‏ مرتبه در 1 ترتیب "۳ بالای > : طرز نوشته | ] که بالای ) خواند. 

می‌شود در حقیقت ضریب بینوم که عددK‏ آن توان بینوم را مشخص می کند عبارت است از: 


k) ۱-۲۵۷‏ 
تعداد تر کیب ۲ شی ازیکک ست 1 عضوی عبارت از 6۳ بوده و مساوی‌است به: 


1 n! 
C= |= = FS 
0 r!(n — r)! 


ور بشن (۷2۲1۵1017) با تبدیل‌ها: تعداد ترکیب‌های که ترتیب مسلسل K‏ عنصر انتخابی مورد 


نظر از عنصر در آن مطلوب باشد مساوی به ۸ = 2۳6۶ 1 وریشن يا تبدیل یاد می‌شود؛ یعنی: 


11 n! 
| ۱ .k,nc ۲/۷ ,۵0 <k > ۰ 


1 n! ِ n! 
10-11 0-10 
قضیۀ پینوم: انکشاف دو جمله‌یی (0 + 0)عبارت است از:‎ 


۷۲ - 1 C= 


n ln 
+b 1 = و‎ 
+ - از‎ 


در تکرار 1 بار تجریةٌ تصادفی دوجمله‌یی که هر حالت دارای احتمال و م -1= 4 بوده احتمال 


> بار پیروزی» یعنی 0 از 0 بار بقبه حالت‌ها که نا کامی» بعنی م -1= 4 بوده داریم: 


>> 0, (م -۰)۱ 12 احتمال > بار پیروزی و انجام 1 بار تجربه 
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تمرین فصل نهم 
مجموعه اعداد زير را در نظر بگیرید TCI‏ است؟ 
(1) چند عدد سه رقمی با استفاده از عناصر مجموعۀ فوق می توانیم ترتیب نماییم؟ 
(11) تعداد اعداد سه رقمی که جفت باشند چند است؟ 
([11) چه تعداد. اعداد مذ کور مضرب 5 اند؟ 
(۷) چه تعداد آن‌ها مضرب 5 و بز رگتر از 300 اند؟ 
2 به چند طریقه می‌توانند6 شا گرد در یک قطار کنار هم ایستاده شوند؟ 
3 به چند شکل» احمد» مسعود» عبداللّه» رومان و کیهان می‌توانند در یک قطار کنار هم عکس 
اک ا رکه 
(1): رومان و کیهان می‌خواهند در عکس کنار هم باشند؟ 
(1): احمد و مسعود نمی خواهند در عکس کنار هم باشند؟ 
([11):در صورتی که عبداللّه کنار چپ کیهان می‌خواهد در عکس ایستاده باشد؟ 


4-به چند شکل می‌توانيم که 9 نفر را به 3 گروه تقسیم نماییم.؟ 


عد م > 2)2[ 0(0 


6-از روی مثلث پاسکال انکشاف '(ط + ه) مساوی به چند است؟ 


